GAVRIL PALTINEANU 


ELEMENTE DE TEORIA 
APROXIMARII 
FUNCȚIILOR CONTINUE 


(TEOREME DE TIP STONE-WEIERSTRASS) 


EDITURA ACADEMIEI 
REPUBLICII SOCIALISTE ROMÂNIA 
Bucureşti, 1982 


Elements of approximation theory of continuous functions 
(Theorems of Stone-Weierstrass type) 


OneMeHTEI TEOPHH NpuONUXeHHOCTU HeNpepbIBHbIX dyHKUMi 
(Teopembi runa Croyu-Beiiepurrpacca) 


EDITURA ACADEMIEI REPUBLICII SOCIALISTE ROMANIA 
R 79717, Bucureşti, Calea Victoriei nr. 125 


PREFATA 


Interesul pentru teoremele de aproximare de tip Stone-Weierstrass este 
din ce in ce mai mare in ultimul timp, deoarece astfel de teoreme s-au dovedit 
a fi instrumente fructuoase de lucru în diferite domenii ale analizei funcționale, 
ca și în analiza numerică. i 

Prin teoremă de aproximare de tip Stone-Weierstrass intelegem orice 
teoremă care dă o caracterizare a închiderii (într-o anumită topologie) unui 
spațiu liniar de funcții continue. 

Numărul foarte mare de lucrări publicate în ultimii 20 de ani în legătură 
cu această problematică, printre care menționăm lucrările lui Nachbin, Silov, 
Bishop, Buck, Glicksberg, Kadison, Edwards si Schmith, Ellis, Prolla, Su- 
mmers etc., precum şi lipsa unet monografii in limba română care să cuprindă 
măcar parțial aceste rezultate, explică hotărîrea de a scrie această carte. 

Pe plan mondial există o monografie a lui L. Nachbin intitulată Ele- 
ments of approximation theory (1967 ), care grupează rezultatele legate de apro- 
ximarea ponderata. În redactarea unor parti din capitolele I si II am folosit 
această lucrare. 

Capitolul I este consacrat studierii unei categorii importante de spații 
local convexe, pe care le-am numit spații cu ponderi (weighted spaces), care 
prezintă interes si dincolo de problema aproximării. 

Capitolul II are dezvoltarea cea mat mare si confine diferite extensii ale 
teoremei Stone-W eierstrass, atît in varianta sa pentru algebre, cit și în vari- 
anta pentru latici (teorema Kakutani-Stone ). 

Un interes special îl prezintă teoremele de densitate în spațiul C”(E, F ) 
al funcțiilor continuu diferențiabile de ordinul m, care fac obiectul capitolului IIT. 

În capitolul IV sînt prezentate diferite teoreme de densitate în spaţiul 
funcțiilor afine şi continue pe un compact convex, precum şi unele aplicaţii 
legate de studiul algebrelor de functit. 

Cartea a fost concepută pentru a putea fi citita fără a se apela la bibli- 
ografie. De aceea capitolul I prezintă cîteva rezultate de topologie generală (în 
legătură cu spațiile complet regulate), în capitolul III se prezintă teorema de 
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aproximare a ini Bernstein, iar în capitolul IV, principalele rezultate despre 
fețele split si topologia facială. 

În capitolele II şi IV sînt prezentate si unele rezultate originale. 

Autorul foloseşte și acest prilej pentru a multumi prof. dr. doc. Romulus 
Cristescu, membru corespondent al Academiei R.S.R., care a contribuit in mod 
esențial la inițierea sa în munca de cercetare. Pe parcursul vedactării lucrării 
am purtat discuţii foarte utile cu dr. Gh. Bucur şi dr. N. Popa, cărora le mul- 
Jumesc Sincer. s 

Autorul ar fi deosebit de satisfăcut dacă, în urma publicării acestei mo- 
nografii, interesul cercetătorilor români pentru această problematică ar crește. 
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Capitolul 1 


SPAŢII CU PONDERI 


$ 1.1. Spaţii topologice complet regulate 


Spațiile cu ponderi sînt subspatii de funcții continue definite în ge- 
neral pe un spațiu complet regulat. În acest paragraf vom prezenta pe scurt 
cîteva proprietăți de bază ale spaţiilor complet regulate necesare pentru 
înțelegerea în continuare a acestui capitol. Pentru o informare mai detaliată 
recomandăm [27]. 


Definiţie. Fie X un spațiu topologic si A, B două submultimi ale sale. 
Spunem că mulțimile A și B sînt complet separate in X, dacă există o funcție 
continuă f:X + [0, 1] astfel încît f=0pe A si f=1 pe B. 


Observajia 1. Pentru ca mulțimile A si B să fie complet separate în X 
este suficient să găsim o funcție continuă pe X astfel ca g < 0 pe A sig > 1 
pe B. Într-adevăr, dacă definim funcția f:X — [0, 1] astfel: 


f(x) = min[1; max (0, g(x))], 


atunci f este continuă, f = 0 pe A șif=lpeB. 
De asemenea, observăm că numerele 0 si 1 care intervin in definiție 
pot fi înlocuite cu orice numere reale 7; $i 72 care satisfac condiția 7, Æ 72. 


Următoarea teoremă este o rafinare a teoremei de prelungire a lui 
Urison din spații normale. 


Teorema 1. Fie Y um subspafin al spațiului topologic X. Următoarele 
afirmații sînt echivalente: 

1) Orice funcție continuă şi mărginită pe Y se poate prelungi la o funcție 
continuă şi mărginită pe X (pentru orice f: Y — R continuă și mărginită, există 
T:X > R continuă si mărginită asa ca f =f pe Y). 

2) Orice două mulțimi complet separate in Y sînt complet separate in X. 


Demonstrație. Implicatia 1) = 2) este evidentă. 


2) = 1). Fie fi: Y + R continuă si mărginită si fie M>0 aşa ca 
1£,(9)| <M pentru orice ye Y. 


Vom construi un sir de funcții f,: Y + R continue si mărginite cu 
proprietatea ca: 


laly] < 37,, unde r, =-5(5) pentru orice ne N*. 


M 
Pentru 4 = 1 afirmația este evidentă deoarece 7, = af 


Presupunind că am construit funcţia f, vom arăta cum se construiește 
funcția fasa: 

Fie A, = {ye Y; f,(y) < —r) şi Ba = {ye Y; f(y) > at 

Cum A, și B, sînt complet separate în Y, rezultă că sînt complet se- 
parate si în X, adică există g,:X — R continuă și mărginită astfel încît 


En = — Yn Pe Ag En = Ya Pe B, și lgn(*)| <7, pe X 
Definim funcția fu: Y > R astfel: 
Faza) = fal Y) = Eal Y). 


Avem imediat că 


: M(2Y 
[fua(9)] < = 27, == (3) = 3° Vata 
Fie acum 


= = (3), xex. 
2 zeala) 


A , 
Deoarece seria g, converge uniform pe X, 
on 


n=1 


(igu(*)] < 7 (A) x EX), 


rezultă că g este continuă. 
Pe de altă parte observăm că pentru orice ye Y avem 


sa(y) = Dal) = f(y) — Sats). 


Deoarece |/,(y)] < 37, rezultă că lim f,(y) =0, adică 
n-> 0 


ely) = lim s,(y) = fly). 


Am arătat astfel că funcţia g este o prelungire a lui f- 
Observăm de asemenea că 


Ig(x)] < SS, = M, (v) xeX. 
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Definiţie. Un spaţiu topo logic X se numeşte complet regulat dacă este 
un spațiu Hausdorff si are pro prietatea că oricare ar fi mulțimea închisă 
F c X și oricarear fi xe A \ F, mulțimile F şi {x} sînt complet separate în X. 


Este clar că orice subspatiu al u nui spațiu complet 1egulat este de ase- 
menea complet regulat. 


Teorema 2. Într-un spațiu complet regulat, orice două submulfimi în- 
chise disjuncte, dintre care una este compactă, sînt complet separate. 


Demonstraţie. Fie A si B două submultimi închise în X astfel încît A 
este compactă. Fie xe A oarecare. Atunci există f,:X —[0, 1] continua, 
ful) = 1 şi f, = 0 pe B. Notăm cu: 


V, =fze X:f(z) > 5) si W, =fze X:f,(2) < i 
Evident avem xeV,, BOW, ṣi V, Nn W, =Ø. 
Deoarece A este compa ctă si A c U V, rezultă că există xi, Xa, ..., 
xEA 


X, € Á astfel încît 


Ac U Vu şi Be A Wn: 


Dacă notăm cu f(x) = $> fa(x), pentru orice; xeX, atunci f >= 


t=1 


e A şi f < 0 pe B, de unde rezultă că mulțimile A si B sînt complet separate 
i af 1). 


Corolarul 1. Fie X un spațiu complet regulat şi Y c X un subspatin 
compact. Atunci orice funcție continuă şi mărginită pe Y se poate prelungi 
da o funcție continuă și mărginită pe X. 


Demonstrație. Conform teoremei 1 este suficient să arătăm că orice 
două submultimi complet separate în Y sînt complet separate în XÆ. 

Fie 4,B c Y, complet separate în Y. Atunci există f: Y —[0, 1] 
continuă, astfel încît Acf(1) si Be f-1(0). Evident, vom avea si 
Acfil), Be f-1(0) de unde rezultă că ANB= Ø. Cum Y a fost 
presupus compact, rezultă că A și B sînt compacte, deci complet separate 
în X, conform teoremei 2. 

Reamintim că un spațiu topologic X se numește normal, dacă este 
Hausdorff si are proprietatea ca oricare ar fi submultimile închise si disjuncte 
A, Bc Xx, există U şi V, vecinatati pentru A respectiv B, astfel încît 


UNV =Ø. 


Rezultatul fundamental în legătură cu spaţiile normale este lema lui 


Urison care afirmă că într-un spațiu normal orice două submultimi închise, 
disjuncte, sînt complet separate. 


Rezultă că orice spațiu normal este un spaţiu complet regulat. 


Observația 2. Dacă Y este un subspatiu al spaţiului Hausdorff com- 
pact X, atunci Y este complet regulat. (În particular, orice spaţiu Haus- 
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dorff, compact este complet regulat). Deoarece orice spatiu Hausdorff, local 
compact, se poate scufunda într-un spațiu compact (conform teoremei lui 
Alexandrov), rezulta ca orice spatiu local compact (Hausdorff) este de ase- 
menea complet regulat. 


§ 1.2. Spatii cu ponderi de functii scalare 


În continuare, vom nota cu X un spațiu complet regulat si cu K cor- 
pul numerelor reale R sau complexe C 

Vom nota de asemenea cu C(X, K), sau pe scurt C(X), spatiul functii- 
lor continue, definite pe X, cu valori in K. 


Definiţie. O familie V de funcţii pe X, superior semicontinue si nene- 
gative, cu proprietatea că pentru orice v€ V și orice A> 0, există 
we V astfel încît v,, v2 < Aw (punctual), poartă numele de familie Nachbin 
pe X. 


Un element oarecare din V poartă numele de pondere. 

Dacă V este o familie Nachbin pe X, se notează cu CV,(X, K), sau 
simplu CV,(X), spațiul tuturor funcțiilor fe C(X), care au proprietatea 
că fu este mărginită pe X, pentru orice pondere ve V. Fiecare pondere 
ve V determină o seminormă pe CV,(X) și anume: 


f > file = sup {0(x)Lf(x) |; ze Xp. 


Se notează cu w, topologia local convexă pe CV,(X) definită de aceasta 


familie de seminorme. 
Familia de seminorme introdusă este evident dirijată (la dreapta) de 
unde rezultă că topologia w, are o bază de vecinatati ale originii de forma 


{D,}vev, unde 
. D, = {fe CVX); Vl, < 1} 


În continuare vom nota cu CVo(X, K), sau simplu CVo(X), spațiul 
tuturor funcțiilor fe C(X) care au proprietatea că pentru orice pondere 
ve V, fv se anulează la infinit, adică spațiul funcțiilor feC(X) care au 
proprietatea că pentru orice ve V şi orice e > 0 mulțimea: 

{xe X; v(x) | f(x)] > £} este compactă. 

Este evident că CVo(X) c CV,(X). Spațiul CVo(X) se înzestrează cu 
topologia indusă de wy şi poartă numele de spațiul cu ponderi asociat fami- 
liei Nachbin V. 

Observajia 1. Dacă familia V are proprietatea că pentru orice xe X 
există o pondere ve V, astfel încît v(x) > 0, atunci spațiile local convexe 
CV,(X) respectiv CV)(X) sînt Hausdorff. 

In continuare vom nota C,(X, K), pe scurt C,(X), algebra functiilor 
continue si marginite pe X cu valori in K. 


Observafia 2. CV,(X) este modul peste C,(X), iar CVo(X) este un sub- 
modul peste această algebră. Observăm de asemenea că daca feCV,(X) 
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geC(X) si lg] < [f/f], atunci geCV,(X). O afirmaţie similară are loc 
pentru CV (X). 


Observatia 3. CVa(X) este un subspatiu închis in C V(X). Intra-devar, 
dacă f apartine închiderii lui CVo(X), atunci pentru orice e > 0 si orice 
ve V există ge CVo(X) astfel încît: 


v(x) f(x) — glx) < 7 (v) xex. 


Deoarece ge CVo(4), mulțimea [zex ; v(x) |g(x)| > = este compac- 


tă. Pe de altă parte, este ușor de observat că are loc incluziunea: 
e 
{xe X; v(x) [f(x) Me N v(x) lata)! > +} 


Rezultă că mulțimea {xe X; v(x) |f(x)| >} este compactă, deci 
că fe CVX). 


Exemple. 1) Fie X un spațiu complet regulat si V mulțimea funcțiilor 
caracteristice ale submultimilor compacte ale lui X. În acest caz CV,(X) = 
= CV,(X) = C(X) (algebra tuturor funcțiilor continue pe X). Topologia wp 
coincide cu topologia convergentei compacte. 

2) Fie X un spațiu regulat. Dacă familia de ponderi V pe X se reduce 
la funcția constantă 1, atunci CV,(X) = C,(X), iar topologia w, coincide 
cu topologia convergentei uniforme pe C,(X). Topologia convergentei uni- 
forme se notează cu o si este dată de norma 


f = IfI = sap Ifl) 


3) Dacă X este local compact (separat) si V = {1}, atunci CVo(X) = 
= Co(X) (spaţiul funcțiilor continue pe X care se anulează la infinit). 
Topologia wy pe Co(X) coincide cu topologia convergentei uniforme. 


4) Topologia strictă pe spațiul C,(X). Fie X un spaţiu Hausdorff local 
compact si V = Cy (X) (mulţimea funcțiilor nenegative pe X care se anu- 
lează la infinit). Vom arăta că spaţiul cu ponderi corespunzător acestei fa- 
milii coincide cu C,(X), iar topologia w, cu topologia stricta 8. 

După R.C. Buck [15], se numește topologia strictă pe C,(X), topo- 
logia local convexă dată de familia de seminorme 


J > II le = Sup (x) [f(*)I, pe Co (X). 


Deoarece evident B = wp și Cl) c CV,(X), rămîne să verificăm că 
CVo(ă) = C,(X). 

Pentru aceasta, să presupunem prin absurd că f eC Vo(X) si f nu este 
mărginită pe X. Rezultă că pentru orice M > 0 există x, €X astfel încît 
If(a)l > M. Prin urmare, pentru M = 2, există x, e X astfel încît 
| f(x.)| > 2. Pentru n > 1 si M = 2| f(x,_1)] există x, e X, asa ca | f(x,)| > 
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> 2| f(%,-1)| > 2". Deoarece X este local compact, pentru fiecare punct x,, 
putem alege cîte o vecinătate compactă U, astfel încît U,nU,= Ø 
dacă n +m. 

Fie G, o mulțime deschisă cu proprietatea ci +, €G, ¢ U, Atunci 
există o funcție continuă 9,:X — [0, 1] astfel încît 9,(x,)= 1 si ọ,=0 
pe XN G, Definim funcția 9:X > R astfel 


Să observăm că pentru orice x € X avem 
1 
Ie(x)| < on 
co š 
Într-adevăr, dacă x¢UU,, avem o(x)=0. Dacă xeU,, atunci 
n=1 


pentru orice m + n, xé Um Si 9,,(x) = 0. Prin urmare 


Rezultă că funcția ọ se anulează la infinit. Pe de altă parte avem: 
1 , 
f(a) | ela) = 35 Cea) > 1, pentru orice ne N*. 


Cum șirul {/(x,)} nu este mărginit si f este continuă, rezultă că nu 
există nici un compact care să conţină toți termenii șirului {x,}. Prin ur- 
mare {x eX; |f(x)| p(x) > 1} nu este compactă, adică fp nu se anulează 
la infinit. Am ajuns astfel la o contradicţie. 

5) Funcții rapid descrescătoare la infinit. Fie X = R” şi P, mulţimea 
polinoamelor definite pe R” cu valori în K. Dacă V = (]2|;  EP,}, atunci 
CV,(R") = CV(R"). Într-adevăr, să presupunem prin absurd că f e CV,(R”) 
și fé CVo(R”). Atunci există e >0 si un polinom ge, astfel încît 
mulțimea 

B= {x € R"; | f(x) g(x) | > eo} 
nu este marginita. 

Atunci există un sir {x,}, C B astfel încît 


lim || = +00, 
n-> 00 


unde cu |[x|| am notat norma euclidiană a elementului x e R”. Dacă cone 
siderăm polinomul 7 definit astfel: 


P(x) = |] x11? g(x) 
If) P(%_) | > Ilall? E0 > +00 
ceea ce contrazice faptul că f eCV,(R*). 


vom avea 
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Evident CV,(R") = CV,(R") c C,(R") si incluziunea este proprie. 
Elementele acestui subspatiu al lui C,(R") se numesc funcții rapid descres- 
cătoare la infinit. 

În . continuare considerăm pe R” următorul sir de funcţii nenegative 


w(x) = (1+ || x|) pentru k = 0, 1, 2, ... 


și notăm cu W = {w,; k e N}. Este uşor de verificat că spațiul CW,(R") = 
= CW,(R") si coincide, ca spaţiu local convex, cu spaţiul funcţiilor rapid 
descrescătoare la infinit, considerat mai sus. 

Fie X un spațiu local compact. Reamintim că pentru orice funcție 
f:X = K, se numește suportul lui f(supp f) închiderea în X a mul- 
timii {x eX; f(x) #0}. In continuare vom nota cu X(X) subspaţiul 
funcţiilor cu suport compact al lui C(X). 


Propozitia 1. Dacă X este un spaţiu local compact și V o familie Nach- 
bin pe X, atunci K(X) c CVo(X) și închiderea lui K(X) in CV,(X) coincide 
cu CVo(ă). 


Demonstraţie. Faptul ci K(X) c CV,(X) este evident. Fie f e CV)(X), 
e > O0sive V. Deoarece mulțimea F = {xe X; v(x) | f(x) | > e) este com- 
pactă, există o funcţie continuă cu suport compact ¢:X — [0, 1] cu pro- 
prietatea că q(x) = 1 pentru orice x e F. Este clar acum că oricare ar fi 


x €X avem: 
o(a) | f(x) — ola) fla) | < 
Rezultă că || f —of||,<¢ si că ofe X(X), ceea ce ne arată că fe X(X). 


Observatia 4. Dacă fe CVX) si v eV, atunci funcția superior se- 
micontinua | /|-v isi atinge marginea superioară pe orice mulțime închisă 
ire X, 


Într-adevăr, dacă 
A = sup {| /(x)| v(x); zeF)>0, 
atunci mulțimea 


B=| eX: | f(x)| v(x) > z 


este compactă si | /|:v isi atinge marginea superioară pe mulțimea compactă 
BF. Prin urmare există x9 eF astfel încît 


A = | f(%0)|0(%0). 
Propoziția 2. Fie X,Y două spații complet regulate și V,W familii 
Nachbin pe X respectiv Y. Fie o:X + Y o aplicație continuă cu proprietăţile: 
(1) Pentru orice v EV există w e W astfel încît v < woo. 


(2) Pentru orice mulțime compactă F < Y și orice pondere v e V, mul- 
timea o1(F) N supp v este compactă. 


Atunci foo ECV (X) pentru orice f e CWo(Y) și aplicaţia f — foo este 
liniară şi continuă. 
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Demonstraţie. Pentru a arăta că foo ECV (X), trebuie să arătăm că 
pentru orice s > 0 si orice v e V, mulțimea 


Kı = {x eX; v(x) | /le(s)]! > e) 
este compacta. 
Fie deci e > 0 si v e V. Conform ipotezei 1) există w e W astfel încît 
V < Wog. 
Deoarece f e CW o(X), rezultă că mulțimea 
K: ={y EY; w(y) f(y) > e) 


este compactă. 

Pe de altă parte se observă că are loc incluziunea K, c ọ`}(K3) N supp v, 
de unde rezultă că mulțimea K, este compactă. Aplicația f — fo p:CWo(Y) — 
> CV,(X) este evident liniară. Pentru a arăta că este continuă, fie v e V 
arbitrară si fie w e W astfel încît v < woo. Atunci avem 


IIe eil, = supp v(x) [f[9(x)]] < sup w[o(x)] |f[o(x)]| < 
< sup wy) 09)! < MF Ie 


Observajia 5. Prima condiţie din propoziția precedentă este satisfăcută; 
de exemplu, dacă V c Weg, adică daca pentru orice ve V există we W așa ca 
v = wog. Cea de a doua condiţie din propoziţie este satisfăcută de exemplu 
dacă q este proprie, adică dacă are proprietatea că g-1(F) este compactă, 
oricare ar fi mulțimea compactă F œ Y. De asemenea condiția 2 este sa- 
tisfăcută dacă orice pondere v e V are suportul compact. 


Observatia 6. Propoziția 2 rămîne adevărată dacă înlocuim spaţiile 
CVo(X) si CWo(Y) cu spaţiile CV,(X) si CW,(X), presupunind în ipoteză 
că este îndeplinită numai condiţia (1). 


Propoziția 3. Mulțimea C,(X))CVo(X) este densă în spațiul CV,{X). 
Demonstraţie. Fie fe CVo(ă), veV si ¢ > 0. Atunci mulțimea 
F={x eX; v(x) |f(x)| > e) 


este compactă. Vom nota cu «= sup{|/(x)|; xeF} şi definim funcția 
ọ:K — K astfel: 


2 dacă |î| <a, 


et) = ir dacă |t| > «. 


Funcţia q este continua pe K si are proprietăţile: 


a) | (4) | < | 41, 
b) |e) |<, 


c) |t— (ls ll. 
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Dacă notăm cu g=oof, atunci g este continuă si | i < |/|, de unde 
rezultă că g €CV,(X). Deoarece |g] < a, rezultă că g €C,(X). Pe de altă 
parte, observăm că v(x)| f(x) —g(x)] < e pentru orice x e X. Într-adevăr, 
dacă x eF, atunci [f(x)| < «și g(x) = of f(x)] = f(x), de unde rezultă că 


v(x) f(x) — g(x)| = 0 <e. 
Dacă x F, atunci v(x) |f(x)| < e si tinind seama de c) vom avea 
v(x) f(x) — g(x)] < e. 
Prin urmare 
IL? — ell, = sup (x) Lf(x) —eta) < e 


adică f aparţine închiderii mulțimii C,(X) n CVo(ă). 


Observajia 7. Propoziția precedentă rămîne adevărată dacă inlocuim 
spațiul CVo(X) cu spaţiul CV,(X). 


§ 1.3. Produse tensoriale de spaţii cu ponderi. Teorema lui Dieudonné 
de densitate 


Fie X un spaţiu complet regulat și Y c X. Reamintim că se numește 


partiție continuă a unității pe Y, subordonată acoperirii deschise Y c 6 G;, 
i=t 
o familie de funcții {f}1.<ign  C(X) astfel nct Xf, = 1 pe Y, SS, < 1 
j i=1 


t=1 
pe X; f, = 0 pe X si f, se anulează pe XN G, pentru 7 = 1, 2,..., 2. 


Lema 1. Fie (F c C(X) un modul peste algebra C,(X) si F o submulțime 
compacta a lui X cu proprietatea că pentru orice x EF există f, eF, astfel 
încît f,(x) # 0. Dacă (Ga <i<n este o acoperire deschisă a lui F, există o par- 
tiție continuă a unității pe F, subordonată acestei acoperiri, formată cu func- 
tit din F. 


Demonstratie. Fie xeF oarecare. Conform ipotezei, există EŒ, 
astfel încît f (x) 40. În continuare, vom arăta că putem presupune că 


fa > 0. Într-adevăr, dacă considerăm funcția «:K > K, definită astfel: 


0 dacă î=0, 
IE daca 0<{[4]< 1 
a(t) = t 


a dacă || > 1, 


atunci funcția e, = aof,eC,(X), 9,(x) #0 si 9,(z) f(z) = 0, pentru 
orice ze X. În continuare vom nota pentru orice ze X cu g,(z) = 9,(2) f„(2)- 
Deoarece (7 a fost presupus modul peste C,(X) rezultă că g,eG. In plus, 
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avem g,(x) #0 sig, > 0 pe X. Fie so astfel încît x eG,, si fie b: X — [0, 1], 
continuă cv proprietatea că b(x)= 1 si Ņ=0 pe X\G,,. Dacă notăm 
cuh,=g,, atunci h, EF, h(x) #0. h, > 0 pe X sih,=0 pe XN Gi- 
Fie D, ={y e X; h,(y) > 0}. Atunci {D,}x ex formează o acoperire des- 
chisă a mulțimii compacte F, de unde rezultă că există x,,..., %,, EF astfel 
încît: 


Prin urmare, există hy,, .... Bsn E F> s, > 0 pe X, ha, = 0 în afara unei mul- 
timi G; si >> h(x) > 0, (Y) xe F. 
j= 


Pentru orice 7 = 1, 2,...,% notăm cu @, suma tuturor funcțiilor fs, 
care se anulează in afara lui G,. Este clar că aqe (F, a, > 0 pe X, a, =0 


pe XNG, si D> a,>0 pe F. 
i=1 


Restrictia funcției pe mulțimea compactă F este continuă, 


n 


da 
i=1 


deci poate fi prelungită la întreg spațiul X (1.1, corolarul 1). Fies:X > R, 
continuă si mărginită astfel încît: 


Te, ee (V) xeF. 


3 


Dala) 


În continuare vom defini funcția g pe X astfel: 


l ses dacă S> ala) # 0, 


drat = 


+ oo daca Sala) = 0 
i=1 


g (x)= 


și vom nota cu hk = min (s, g). Rezultă că heC,(X), h= pe F si 


ya 
O¢gch<g pe x. = 

În sfîrșit, dacă punem f, = h-a, (i= 1,2, u n), atunci feg 
f, > 0, = l pe F, dy < 1 pe X sif,=0 pe X\G,. Cu aceasta, 


lema este demonstrata. 
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Fie X si Y spatii complet regulate, iar U si V familii Nachbin pe X, 
respectiv Y. Vom nota cu U x V, mulțimea tuturor funcțiilor u ® pe. 
X x Y, unde u e U sive V. Reamintim că u @ este funcţia definită pe 
X xY prin (x, y) > u(x) v(y). Vom nota cu CU)(X) @® CVo(Y) spaţiul 
vectorial al sumelor finite de forma ¥ f; @g,, unde f; eCU,(X) iar 
& E CVo(Y). | 

Observajia 1. Dacă notăm cu W = U x V sicuZ=X x Y, atunci 
are loc incluziunea 


Într-adevăr, dacă f@geEC U(X) @CV,(Y) si us QveW, atunci 
l pentru orice s> 0 avem C cA x B, unde 


C = {(x, yje Z; u(x) o(y) | f(%)] le)! > s} 


4 =)xeX, Ie 
[e ăi Ada THe 


ȘI 


€ 
B = {ye¥: IAY) > ace 
lla 
Cum A si B sînt mulțimi compacte, rezultă că C este compacta. 
Este de asemenea ușor de observat că avem: 


If 9 gllu@o = IVllullglle 


Lema 2. Fie yoe Y cu proprietatea că există ve V, astfel încît vo( yo) > 0. 
Fie he CWo(Z) sto: X — K definită astfel: (x) = h(x, yo). Atunci pe CUp(X). 
Demonstrație. Fie «> 0 si ueU oarecare. Deoarece h eCW,(Z), 
mulțimea B = {(x, y) eZ; u(x) vo(y) !h(x, y)| > eVo(yo)} este compactă. 
În continuare, vom nota cu A = {x e X; u(x) |(x)| > e). Observăm 


că x e A = (x, yo) e B. Rezultă că A este inclusă în proiecția lui B pe X, 
deci că A este compactă. 


Lema 3. Fie feCWo(Z), ueU, veV,c>0 și x EX astfel încît 
u(xo) > 0. Atunci există o vecinătate deschisă G a lui x9 cu proprietatea că: 


u(x) 2(9) [f(x, >) — f(xo y)| < 3e, pentru orice x EG şi y eY. 


Demonstrație. Notăm cu C = {(x, y) eZ; u(x) v(y) f(x, y)| > e}. Deoa- 
rece f e CWo(Z), mulţimea C este compactă. Fie A, B proiecţiile mulțimii C 
pe X respectiv Y. 

Cum + este superior semicontinuă și 4(%0) > 0, rezultă că există o ve- 
cinătate deschisă Go a lui xo, astfel încît u(x) < 24(x0) pentru orice xeGo. 

Funcţia f este continuă în (xo, y) pentru orice y e B. Rezultă că pentru 
orice è > 0 există o vecinătate deschisă G, a lui xo și o vecinătate deschisă D, 
a lui y, astfel încât 


~ 


f(x, z) —f(xo, y| < > pentru orice (x, z) eG, x D, 
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Deoarece B este compactă si {D,} formează o acoperire deschisă a 
„sa, rezultă că există y,,..., Yma E B, astfel încît 


Bc U Dy, 
Fie o 
G=G.n (A): 
Dacă (x, y) eG x B, atunci există i, așa ca (x, y)eG,, x Dy, Rezultă că 


ò ò ; 
f(x, y) — f(x, Yi) < z și | f(%o, Y) — fl Xo Yi) S În continuare avem: 


IR y) — Azo Y) < IA y) — Axo Yil + Alo Yi) — flo Y) < 5. 


Așadar, am arătat că există o vecinătate deschisă G a lui xo, cu proprie- 
tatea că pentru orice x €G si orice y e B, avem simultan 


u(x) < 2ulx) şi Lfle. y) — flv 9) < 3. 


Dacă y¢ B, atunci u(x) v(y) |f(x, v)| <e, deoarece (x, y)¢ C. Pentru 
orice x eG si orice y ¢ B avem: 


w(x) 0(9) f(%o. y)| < 240) (9) [f(%o Y)| < 2e. 
Mai departe avem: 
u(x) oly) f(x, y) — f(xo y)] < 3e pentru orice x eG şi orice y ¢ B. 


Fie « = sup (v(y); y e B}. Pentru orice x eG și orice y e B avem: 


u(x) 05) [f(s 3) — lao, 3)! < Zulo) a. 


Dacă alegem 8 astfel încît 2u(xo) að < 3s, obţinem inegalitatea din 
enunţul lemei. 


Teorema 1. Produsul tensorial CUa(X) Q CVo(Y) este dens in CWo(Z). 


Demonstrație. Fie f eC Wo(Z), u€ceU, veV si e>0. Utilizind nota- 
tiile din lema 3, observăm că dacă x eA, atunci u(x x) > 0. Miir ada 
dacă x e A există Ve Y, astfel ca (x, Y) e C. Rezultă că u(x) o(¥) | f(x, Y) > 
> e > 0. Decă definim funcția ọ:X > K prin o(x) = f(x, 7), atunci, con- 
form lemei 2, ọ e CUo(X) si (x) # 0. 


Pe de altă parte, conform lemei 3, pentru orice y e A există o vecină- 
tate deschisă G,, astfel încît: 


(1) ult) oly) Lf 9) — Ae y) <3e, (V) t EG, şi (my eY. 


Deoarece mulțimea A este compactă, există x4, ..., X, e Á, astfel incit 


A c U Gr 


k=1 
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Din lema 1 rezultă acum că există 9), -.. pu E CUo(X) cu proprietă- 
tile 9, > 0 pe X, yam! pe A, De, < <1 pe X, 9, =0 pe XN Ga 
$1 


În continuare observăm că pentru orice x e X si orice y e Y avem: 


(2) ula) (9) IA 9) =E le) Ml I) < e. 


Într-adevăr, dacă x e A, membrul stîng al inegalității se anulează, 
iar dacă x ¢ A, atunci (x, y) ¢ C, adică 


u(x) 20) f(s y) < e. 


Avem de asemenea 


(3) u(x) oly) gila) IAE y) — Ste Y) < ae 


pentru orice x e€ X, orice ye Y si orice î = 1, 2,. 
Pentru x €G, inegalitatea (3) rezultă din (hs iar pentru *¢G,, avem 
ș.(2) = 0, deci (3) este evidentă. 
Din (3) obținem acum prin sumare: 


(4) ule) oy) 12> 9a) fle = Yo aula) fe 9) < S 


Dacă notăm cu Y,(y ) = f(%;, y) pentru orice wey atunci y,e CVo(Y), 
conform lemei 2 (pentru că x, e A si v(x,)>0). 


Din inegalitatile (2) şi (4) obţinem acum: 
wa) 00) IAE y) — D> e) lI) | < te. 


Cu aceasta, teorema este demonstrată. 


Observatia 2. Dacă familiile Nachbin U si V sînt formate din funcțiile 
caracteristice ale submultimilor compacte din X, respectiv Y, atunci 
CU,(X) = C(X) și CVo(Y) = C(Y). (Vezi 1.2, exemplul 1). Rezultă că te- 
orema I, care se datorează lui L. Nachbin, este o generalizare a teoremei 
lui Dieudonné de densitate a produsului tensorial. 


Teorema 2. (Dieudonné). Fie X și Y spații complet regulate. Atunci 
produsul tensorial C(X) Q C(Y) este dens in C(X x Y). 


§ 1.4. Dualul unui spaţiu cu ponderi 


În acest paragraf vom nota cu X un spațiu Hausdorff local compact) ȘI cu 
X,(X) spaţiul funcţiilor continue pe X cu suport compact și valori în corpul 
numerelor complexe C. Pentru cazul funcţiilor cu valori reale vom folosi nota- 
tia X(X) în loc de X,(X). Pentru orice submulțime compactă K c X vom nota 


K(X; K) = {fe K(X); supp (f) e K}. 
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Pe spațiul X,(X, K) se consideră topologia convergentei uniforme 


dată de seminorma 
| fil = sup {|/(x)|; x € K}. 


K(X) = y K(X, K). 


Vom considera pe X%,(X) topologia limită inductivă a topologiilor 
convergentei uniforme pe fiecare subspatiu X%,(X, K), cînd K parcurge 
mulțimea părților compacte ale lui X. Această topologie se notează cu ina- 
Un sistem fundamental de vecinatati ale originii în această topologie este: 

O={V c X(X); V este absolut convexă și VQ X,(X, K) este 
vecinătate a originii în topologia convergentei uniforme pe X(X}. -> 

Lema 1. Dacă familia Nachbin V = C*(X), atunci 

K(X) S CVX) s C,(X) 
$i wy este mai fină ca topologia convergenter uniforme pe CVo(X), tar sina este 
mai find ca topologia indusă de wy pe K(X 
Demonstrație. Incluziunea X,(X) < CVo(X) are loc întotdeauna. De- 
oarece funcţia constantă 1 e C+(X) = V, rezultă că are loc si incluziunea 
CVo(ă) = C,(X). 
Topologia wy pe CVo(Ă) este dată de familia de seminorme 
> li = sap (x) I ze V = Că). 


Topologia convergentei uniforme pe CVo(X) este dată de norma 
£ => | /lh = sup | f(x) |. Prin urmare wy, este mai fină ca topologia convergentei 


Evident, avem 


uniforme pe E VAX). 
Fie K o submulțime compactă oarecare a lui X, fie e e C+(X) si fie 


&x = llpllx = sup {| (+); xe K}. 
Vom considera următoarea mulțime: 


| 
By =le e Za, K); Iligli < =} dacă ag #0, 
i x 
respectiv d 
By = K(X, K) dacă a, = 0. 


Evident B, este o vecinatate a originii in topologia convergentei uni- 
forme pe X%,(X, "K). 
Dacă notăm cu V înfășurătoarea absolut convexă a mulțimii U Bx 
K 


atunci V este o vecinătate a originii în topologia ting. Pe de altă parte dacă 


n $ 
feV, atunci există ge Brg, .., 2,6 Br, si àp eo MER cu JOIA] < 1 
$=1 
astfel încît f = > Aili În continuare avem pentru orice xe X : 


i= 1 


0%) old = el) If(*)I< DIN ele < 1 
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Rezulta ca 
V c {fe R(X); Iflle < 1} = De N Xe(X), 
ceea ce demonstrează că ting este mai fină ca topologia indusă de wy pe Xe(X). 


În continuare vom nota cu M,(X) spațiul măsurilor Radon com- 
plexe pe X, adică dualul lui X%,(X) înzestrat cu topologia tina. Prin urmare, 
o.măsură Radon complexă pe X este o funcțională liniară m: X(X) >C, 
continuă in raport cu Tina. Aceasta din urmă înseamnă că pentru orice mul- 
time compactă K c X există a, > 0 astfel încît 


|m(f) < ax |I/llz, oricare ar fi fe X,(X, K). 


Cu M(X) vom nota spațiul măsurilor Radon reale pe X, adică dualul 
spațiului X(X) înzestrat cu topologia tna. 

Orice măsură Radon complexă m pe X se scrie în mod unic sub forma 
m = u +iv, unde p si v sînt măsuri Radon reale. 

Pentru orice măsură Radon complexă (reală) m pe X, există o măsură 
pozitivă unică pe X, notată |m], care pentru orice ọ e X+(X) este dată de: 


im] (9) = ip |m(g)|, 8gEXKe(X). 


Are loc, de asemenea, meglat |m (f)l< |m|(|f|) pentru orice f e X,(X) 
și măsura |m| este cea mai mică măsură pozitivă cu această proprietate. 

Se ştie de asemenea că orice măsură Radon reală u pe X este diferența 
a două măsuri pozitive și anume: 


1 1 
p = p, — H- unde be => (ul +u) si u- = 3 (lel — v). 


Cu M,(X) vom nota subspatiul măsurilor Radon complexe, mărginite 
pe X, adică dualul spațiului %,(X) înzestrat cu topologia convergentei 
uniforme. 

Prin urmare o măsură Radon mărginită pe X este o funcțională liniară |. 
m: K(X) C, cu proprietatea că |m(f)| < |Imil-IlfI| oricare ar fi f e Xe(X), 
unde |[m|| = sup {im(f)|; f € K(X) $i II < 1} 

Dacă notăm cu J, mulțimea funcţiilor nenegative pe X, inferior se- 
micontinue, atunci integrala superioară a unei funcţii f €e J, în raport cu 
măsura Radon pozitivă yu, este definită astfel 


u(f) = sup {u(8); g E X*(X), g < f} 


Definitia iiaa superioare se extinde în continuare la funcțiile 
nenegative pe X. Dacă f: X —[0, +œ], atunci 


u(f) = inf {u(h); he It, h > f}. 
Integrala superioară a unei funcții f > 0 pe X în raport cu măsura 
pozitivă » se mai notează si cu fdu. 
În sfîrșit, mai precizăm că pentru orice submulțime A c X integrala su- 


perioară p(y,) (y,-functia caracteristică a mulțimii A) se numeşte mäsu- 
ra exterioară a mulțimii A şi se notează u(A). 
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Lema 2. Dacă v e M*(X) are proprietatea că v(f) < 1 pentru orice 
feX*(ă) cu IIfll, < 1, atunci există ue M(X C) cu || wll < 1 astfel încît 


v= Up. 
Demonstraţie. Considerăm următoarea funcție u:X > R, 


ia a dacă v(x) #0, 


+0 dacă v(x) = 
Observăm că dacă ge X(X) şi 0 < g < u, atunci 
leil = sup [e(x)| u(x) < 1 


și conform ipotezei, vom avea v(g) < 1. Pe de altă parte, deoarece u este 
nenegativ si inferior semicontinuă, avem: 


y(u) = sup(v(g); 0 < g < u, gER(X)} <1 


Aşadar, integrala superioară a lui u în raport cu v este finită. Tinind seama 
de definiția lui «u, rezultă atunci că 


(XN N(v)) = 0, unde N(v) = {x e X; v(x) + 0}. 
Ìn continuare avem următoarea egalitate de măsuri: 


1 
u'y = —'y, 
v 


x l : 
Dacă punem acum p = — v~, atunci 
v 


liell = =| uas 1 
v 


Rezultă că pe M,(X), llull < 1 și veu-p. 
Pentru fiecare pondere v e V si fiecare măsură Radon mărginită 
u € M,(X), vom nota cu vu următoarea măsură Radon pe X: 


(vu) (f) = (vf), oricare ar fi f € X,(X). 
În continuare vom folosi următoarea notație: 
VM,(X) ={v-p; veV şi peM,(X)}. 


Definiţia 1. Dacă U și V sînt două familii Nachbin pe X și pentru orice 
u e U există v e V, astfel încît u < v, atunci vom folosi notația U < V. 

Din definiția dată rezultă imediat că dacă U < V, atunci CVo(X) = 
c CU,(X) si restrictia topologiei wy la CVo(X) este mai puțin fină ca to- 
pologia wy. 

Următoarea teoremă caracterizează dualul spațiului cu ponderi CVo(X) 
înzestrat cu topologia w, în ipoteza V < Ct(X). 
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Teorema 1. Dacă V este o familie Nachbin pe X, astfel încât V < C*(X), 
atunci dualul spațiului CVo(X) înzestrat cu topologia wy este izomorf (algebric) 
cu subspațiul VM (X). În acest caz, vom nota [CVo(X)]* = V-M,(X). 


Demonstraţie. Definim o aplicaţie liniară T : VM,(X) —(CVo(4)]* astfel: 
Dacă fe X,(X), atunci [T(vs)] (f) = \y do. Conform propozitiei 1.2.1, 
X_(X) este wy-dens în CVo(X), ceea ce ne permite să prelungim in mod unic 
pe T(v:0)la un element din (CVo(4)]* pe care îl notăm tot cu T(vo). Apli- 
catia T este evident injectivă. Pentru a verifica faptul că este și surjectivă, 
să considerăm un element oarecare L e[CVo(4)]*. Deoarece restrictia func- 


tionalei L la X,(X) este continuă în topologia ting (vezi lema 1), rezultă că 
(3) m e M,(X) astfel încît 


L(f)=m(f), V) fe Xe{X). 


Măsura Radon m este de forma m = u + iv, unde u și v sînt măsuri 
Radon reale. La rîndul lor, măsurile yu si v se scriu ca diferente de măsuri 
pozitive și anume u = u, — u. iar v = v, —v_. Deoarece L este wy-con- 


tinuă, există v e V astfel încît |L(/)| < 1 pentru orice f e D,. 
Dacă f e X+(X) nD, atunci vom avea: | 


lui) = sup(u(e)|; geX(ă), lel <f}< 


sup {|m(g)| = |L(g)|; ge X(X), lel <f} < 1. 


Rezultă că u,(/) < lu!(f) < 1. Conform lemei 2 există u, e M(X) 
astfel încît u, = v: pu. 

n mod analog vom avea u- =Vpus Y =V; Si v. =V% unde 
Ma Vi Va eM; (X). 

Rezultă că 


m = Ul(ha — p) + i(vi — v)] e V-M,(X) ṣi T(m) = L. 
Ramine să arătăm că T este liniară. Este imediat că 
T(à vm) = AT (vm) 


oricare ar fi A eC. Fie acum om, e V-M, (¢ = 1, 2). Deoarece T(v,-m,) e 
e[CVo(X)]*, rezultă că T(vym,) + T(vgme) e CVo(X)]* si datorită surjecti- 
vitatii rezultă că există vm e V -M, astfel încît 


T(v -m) = T(vym) + T (Oaa). 
Pentru orice f e X,(X) avem: 
(v -m) (f) = [T (0: m)) (f) = (Tom) (f) + (Too) (f) = (vm) (f) Hoama) (f) 
Prin urmare 
Um = VM + VaMa 


şi cu aceasta teorema este demonstrată. 
Pentru orice submulțime echilibrată A c CV,(X) vom nota cu A® 
polara sa în raport cu dualitatea (CV,(X), [CV (X)]*. Prin urmare 


A? = {L e[CV(X)}*; [L(I < 1, (V) € 4}. 
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Observatia 1. Din demonstraţia teoremei 1 rezultă 
D} c v-M, (X). 


Fie G o submulțime deschisă a lui X. Despre o măsură Radon pozitivă 

e X se spune că nu are masă in G, dacă u(f)=0 pentru orice 

f €X(X, G). Suportul măsurii u este complementară celei mai mari mul- 

timi deschise în care p nu posedă masă. Vom nota suportul lui u cu supp p- 

Dacă m este o măsură Radon complexă pe X, atunci suportul său este prin 
definiție suportul măsurii |m]. 

Dacă m = (u, — p) + i(v,—v_), atunci supp m este reuniunea su- 
porturilor măsurilor p,, p Y} Și y. 

În continuare vom caracteriza dualul spațiului C,(X) înzestrat cu 
topologia stricta 6. Conform exemplului 1.2.4, acest spațiu este spațiul 
cu ponderi corespunzător familiei Nachbin V = C (X) (mulțimea funcțiilor 
continue, nenegative, care se anulează la infinit). Vom arăta că [C,(X), ßB]* 
este izomorf cu M,(X). 


Lema 3. Dacă m este o măsură Radon mărginită pe X, atunci supp m 
este o mulțime o-compacta. 


Demonstraţie. Trebuie arătat că suportul lui m este o reuniune numă- 
abilă de mulțimi compacte. Din cele de mai sus observăm că este suficient 
să demonstrăm lema pentru o măsură Radon mărginită pozitivă. Fie pe 
e M#(X) cu ||u|| = 1. Deoarece 


I ell = sup(lu(f)i; fe R(X), IfI < = 
= sup {jel f); f e R(X), IfI = } 
există un sir {g,} c K(X), ||g,|| = 1 pentru orice n, astfel încît 


lim BAJ = 1. 


Pentru orice 1 e N* vom nota 
ee En dacă u(g,) > 0, 
"(gy dacă u(g,) <0. 
Atunci avem f, E€ R(X), Ifall =1 si (fa) = |u(g,)!- 


Fie K, = supp (f) si S=U Ky. 
n=1 


Pentru a arăta că supp pc S, este suficient să arătăm că pu(g) = 0 
pentru orice funcție g e K(X) cu proprietatea că g=0 pe S. 

Fie deci g e X(X) cu g = 0 pe S. Evident putem presupune că |lg|| < 1. 

Observăm că ||} + g|| < 1, de unde rezultă că |u(/, + g)| < 1. Intr- 
adevăr, dacă x eS, atunci [f,(x) + g(x)| = fl) < 1, iar dacă x¢ S, 
atunci f,(%) = 0 pentru orice n eN, deci |f„(x) + g(x)| = |g(x)| < 1. Aşa- 
dar, avem: 


(1) lela) + elel < 1. 
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Dacă trecem la limită în (1) după » obținem |1 + u(2)| < 1, de unde 
rezultă | 


ue) = 0. 
Cu aceasta lema este demonstrata. 


Teorema 2. Dualul spațiului C,(X) inzestrat cu topologia strictă este 
izomorf (algebric) cu subspatiul măsurilor Radon mărginite pe X. 


Demonstraţie. Conform teoremei 1 este suficient să arătăm că 
Ci (X) : M,(X) = M,(X). 


Deoarece incluziunea Cj (X)-M,(X) < M,(X) este evidentă, rămîne să 
verificăm incluziunea inversă. 


Fie ueM;(Ă). Conform lemei 3 există un șir de mulțimi compacte 
{K,}, astfel încît 


supp p = U K, 


Fără a restringe generalitatea, putem presupune că K, © Kari (inte- 
riorul mulțimii Ay). 
Dacă notăm B, = K,\K,-, pentru orice n > 2 si B, = Ku, atunci 


o 
supp 2 = U B, 
n=l 
și mulțimile B, sînt disjuncte două cîte două. Notăm de asemenea a, = 


= u(B,). În continuare avem: 


00 


Yea, = F ul) =u (0,8) < oo = Mull < +o. 


n=1 
Fie {b} un sir de numere pozitive astfel încît 
SEA 
lim 6, =0 si —<+0.,. 
12 nE 


n> 00 n=1 n 


Din lema lui Urison rezultă că pentru orice 4 există o funcție continuă 
Ya: X > (0, 1] astfel încît Y, = 1 pe K, sib, =0 pe XN Knin 
Definim funcţia V:X — R astfel: 


p(x) oo D (bn > bnti) b,(%). 
n=1 
Evident este continua. 
Observăm că dacă x supp u, atunci (x)= 0, iar dacă x eB, 
n=l 
atunci x ¢ LU K,, de unde rezultă 
t=1 


(x) = Ybr — Beas) (2) = ba. 


=n 
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Funcţia } se anulează la infinit. Într-adevăr, pentru orice e > 0 există 
N(e) astfel încît b, <e de îndată ce n > N(e). Dacă ze K,=U{K;; 
1 < îi < Ne) — 1}, atunci sau (x) = ba < e dacă (3) m > N(e) astfel încît 
xeB,, sau (x) =0 dacă x ¢ supp p. 

Așadar | e C+(X) si 1/b este continuă pe supp p (pentru că b > 0 
pe supp p). 

În continuare avem: 


1 1 2 u(B) Qa 
| Vers 2 ba 2 ba 


g 


de unde rezultă că 


Am demonstrat deci că 


u= ed pve Cè (X) Mi (X). 


§ 1.5. Multimi echicontinue în [CV,(X)]* 


Dacă V este o familie Nachbin pe X, atunci familia de mulțimi (DO), ev 
formează o bază pentru mulțimile echicontinue din [CVo(X)]*. În acest pa- 
ragraf vom arăta că în ipoteza V < C+(X) avem următoarea reprezentare 
pentru o mulțime oarecare din această bază şi anume: l 


D? = v- {p e M(X); Ilall < Ip. 
Lema 1. Dacă V < Ct(X), atunci pentru orice v e V avem 
v = inf{f e C(X); f > vf. 


Demonstraţie. Fie y e X, € > 0 si f e C+(X) astfel încît f > v. Evident 
putem presupune că 


fly) — oy) > e. 


Deoarece v este superior semicontinuă si f este continuă, următoarele 
mulțimi sînt deschise: 


A =[ze X; at) <a) +4] i B=frex; po >s) $} 


Fie J: X > [0, 1] continuă, astfel încît: b(y) = 1 si suppd s ANB. 
Definim funcţia g:X — R, astfel: 


et) =) — Ho) — a3) — e He) 
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Dacă x € AB, atunci 
et) > fly) ~~ rod — oly) — ze] = a + > oo) 


Dacă x ¢ ANB, atunci 


g(x) = f(x) > v(x). 
Pe de alta parte 


g(y) = 2(9) + 5 < (y) +e. 


Aşadar g e Œ(X), g>v si g(y)<v(y)+e. Cu aceasta lema este de- 
monstrată. 


Lema 2. Dacă V < C+(X), atunci pentru orice e > 0, veă, veV și 
g eC(X) cu gl], < 1, există ọ e X+H(X) şi heCt(X) cu proprietățile: 
P Sg 20) — oly) <e v< hsi hell < 1. 

Demonstraţie. Observăm că afirmația din lemă prezintă interes dacă 


g(y) # 0. Putem presupune că g(y) > e. Din lema 1 rezultă că există he 
€C+(X), h > v astfel încît: 


€ 


hy) — v(9) <4, unde 4 = ——— 
2e(y) [e(y) — e] 


Dacă notăm cu f = —_§ _, atunci se verifică imediat că 
new) + 1 
f(y)h(y) < 1. Deoarece mulțimea A = {x e X; f(x)h(x) < 1} este deschisă si 
ve A, există 9: X — [0, 1] continuă cu suportul compact, astfel încît p(y) = 
si supp <A. 
Dacă punem acum 9 =/f:V, atunci o < f, ofv) = f(y) si hell < 1. 


Deoarece 


2g(y) — e 
2g(y) — 2e 


rezultă pe de o parte că f < g (si deci că ọ < g) iar pe de altă parte că 


ng(y) + 1 = si g(y) > e 


g0) — 2) =) So) = 5A < 


Lema 3. Fie V o familie Nachbin de funcții continue pe X. Pentru fiecare 
veV definim T,:CVo(X) + Co(ă) prin T,(f) = fo. Atunci 


D; = T;(B*), 
unde 
B={feC(X); IfI < 1}. 
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Demonstraţie. Operatorul 
Ty: CVo(ă) > Co(X) 
este evident liniar și continuu. Adjunctul său, 
TS :(Co(X)]* = M,(X) > (CVo(X)]}* = V- M,(X) 


este liniar si continuu. Deoarece B® este slab compacta (conform teoremei 
lui Alaoglu) rezultă că 73(B°) este slab compactă in [CV o(X)]*. Mai obser- 
vam că D, = T3'(B) ={T;(B%)}° şi T3(B°) este absolut convexă. 

Din teorema bipolarei rezultă atunci că: 


D = {T3(B)} = Ti(89). 


Teorema 3. Dacă V este o familie Nachbin pe X astfel încît V < C*(X), 
atunct 
Di =20-S, 
unde 
S={peM,(X); Ilvll < 1f 


Incluziunea v-S c D? este imediată. Pe de altă parte din observaţia 
1.4.1 rezultă că DY c v-M,(X). Ramine să arătăm că dacă v= vp € D?, 
atunci || u|| < 1. Pentru aceasta vom arăta pentru început că dacă vue DÌ, 
atunci v |p| e D}. 

Deoarece prin ipoteză V < U = C+(X) avem CUp(X) & CVo(X) şi deci 
aplicația identică 7: CUo(X) + CV,(X) este continuă. Fie u e U astfel 
încît v < u. Atunci i(D,) ¢ D, de unde rezultă că D}c {i(D,)}° = 
= (i) (D2). Cum vy e D? vom avea i*(v-u)e DO. Conform lemei 3, D} = 
= T3(B), unde B = {f € G(X); II/II < 1}. 

Fie o e B? = S și fie g e CUo(X). Vom avea 


(Talo)] (g) = of Ty(g)] = o(ug) = (uo) (2). 


„Prin urmare D? = T,(B°) = uS. Deoarece i*(v:u) eD} rezultă că există 
o€ S astfel încît i*(v: u) = u.o. Mai observăm că dacă ce S, atunci si |a|e S, 
de unde rezultă că uļo| e D}. Din teorema Lebesgue-Nicodym rezultă că 
există o funcție 4 pe X, u-măsurabilă, cu |4] = 1 astfel încît y = h| uj. În 
continuare avem: 
d v: hlu] = vu = î*(vu) = uo = u-giol, 

unde g este o-măsurabilă, |g] = 1 și o = glo]. Mai departe avem : 

ujoj = v-h-2lul, 


de unde rezultă că vhg > 0 aproape peste tot în raport cu |p|. (Cu g am no- 
tat conjugata lui g.) Prin urmare v = |v| = |vhg| = vhg aproape peste tot 
în raport cu |yu|. Am arătat astfel ca 


v-|p] = u lo] € D?. 


30 


Fie acum g e D,» g > 0 şi x eX. Din lema 2 rezultă că există u e C*Ħ*(X), 
u > v astfel încît: 
g(x) = sup {9(x); 9 € 4}, 


unde A = {fọ eX*(X)ND,; e <}. Deoarece A este filtrantă crescător 
rezulta ca 


(evalu = sup (yo -al a. 
çed 
Cum 2lul eN {D8; u € U, u > v} rezultă că (e -d|u| <1 pentru orice 


pe. Aşadar (eo djp|<1. Deoarece mulțimea D, este echilibrată, rezultă 


că v-lul e DO. În sfîrşit, din lema 1.4.2 rezultă acum că |iulj < 1. 


Capitolui 2 


TEOREME DE APROXIMARE 
ÎN SPAŢII CU PONDERI 


$ 2.1. Teorema Kakutani-Stone pentru latici cu ponderi 


Fie X un spaţiu Hausdorff complet regulat si V o familie Nachbin 
pe X cu proprietatea că pentru orice x e X, există o pondere v e V, astfel 
încît v(x) > 0. 


Teorema 1. Fie L o sublatice a lui C Vă, R) şi fie feC V(X, a Ur- 
matoarele afirmaţii sînt echivalente: 


1) fel. 
2) Pentru orice xı, Xa EL şi- orice s> 0, există geL astfel încît 
leli) —f(m)1 < e şi [g(%2) — f(%2)| < e. 


(Atragem atenția că L nu este presupusă latice vectorială, adică L poate 
să nu fie spațiu liniar.) 

Demonstrație. 1) = 2). Fie we V cu proprietatea w(x) > 0 şi w(x) > 0. 
Deoarece f eZ rezultă că există geL aşa ca: 


sup w(x)| f(x) — g(x)| < € min føli), w(%2)} 
În particular, vom avea pentru 7 = 1, 2 
w(x)! S(x) — g(x)! < e-min [w(x), w(%2)] 
de unde rezultă 
f(a) — eta) < e. 


2) = 1). Fie veV, teX şi e > 0 fixati. Conform 2), peat orice 
x eX, există g, EL, astfel încât 


v(t) (E) —f)| <e şi v(x) lgz(3) —f(*)| < e. 


Dacă notăm cu K, = {y e X; vy) |g.(v) — f(y)! > e), atunci K, este 
compact si x ¢ K,. Asadar vom avea: 


N K: = Ø. 


xex 
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Deoarece o mulțime compactă are proprietatea intersecţiei finite, re- 
zultă că există x,,...,. x, eX astfel încît 


N Kz = Ø. 
Dacă notăm cu g = sup {g,,, ..., Zza} atunci ge L si pentru orice xe X 


vom avea: 
v(x)[g(x) — f(*)] > —e. 


Într-adevăr, dacă x eX, atunci există ʻo € {1, 2, ..., n} astfel încît 
x ¢ K;, si atunci 


„, 
l 
m 


v(x) [8z.(%) — f(x)| < e. 
În continuare avem: 
v(x)[g(x) — f(x)] > oel) — f(x)] > —e. 
Pe de altă parte, pentru orice 7 = 1, 2,..., , au loc inegalitatiile: 
v(t) |gz,(4) — FDI < e, 
de unde rezultă 
v(t) lel — FH] < e. 
Am arătat astfel că pentru orice ¢ e X există o funcție g, eL cu pro- 
prietatile: 
(i) v(x)[g.(x) —f(x)] > —e pentru orice x EX 
si 
(ii) vlel — AO] < e. 


Acum, dacă notăm cu C, = {x e X; v(x) |g,(x) — f(x)! > £}, atunci C, 
este o mulțime compactă și ¢ ¢ C,. Avem ca mai înainte: 


N C, = Ø, 
teX 
de unde rezultă că există £, to, ...,£, EX astfel încît 
m 
N C, = Ø. 
j=1 


Fie g = inf {g,. ..., 8n} E€ L. Dacă x e X, atunci există jọ e {1, 2,..., m}, 
așa ca x ¢ Cip- 
n continuare rezultă 


(iii) o(x)[g(~) — f(x)] < o(x)[ee.(%) — f(x)] < e. 


Pe de altă parte, pentru orice j = 1, 2, ..., m avem 


v(x)[gi(*) — f(x)] > —e 


de unde rezulta 
(iv) v(x)[e(x) —f(x)] > —e. 
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Am arătat deci că pentru orice x €X, 


(x) le) —f(x)| < e. 
Deoarece e a fost arbitrar și g e L, rezultă că f e L. 


Observatia 1. Dacă familia Nachbin V este formată din funcţiile ca- 
racteristice ale submultimilor compacte ale lui X, atunci 


CVo(ă, R) = C(X, R) 
și wp coincide cu topologia convergentei compacte. 
Jinind seama de această observaţie în teorema 1 rezultă: 


Corolarul 1. Fie L o sublatice a lui C(X, R) şi f e C(X, R). Următoarele 
afirmații sînt echivalente: 


1) fel (închiderea lui L în topologia convergenței compacte). 


2) Pentru orice x1, a € X și orice e > 0 există g e L astfel încît | f(x, )— 
— g(x,)| <e pentru 1 = 1,2. 


Corolarul 2. Dacă L este o sublatice vectorială a lui C(X, R) care separă 
punctele lui L și conține constantele, atunci | 


L =C(X, R). 


Demonstraţie. Fie f e C(X, R) şi x, xa €X, x, # xo Conform coro- 
arului 1 este suficient să arătăm că există g e L, astfel încît 


glx) = f(x) pentru i = 1,2. 
Deoarece L separă punctele lui X, există % e L asa ca 
h(x) # h(x). 
Vom căuta funcția g de forma: 
g=ah+o-1, A 


unde cu 1 am notat funcția care ia valoarea 1 în orice punct din X, iar a și 
b sînt niște constante reale pe care le determinăm astfel încît 


g(x) = f(%1) şi g(%2) = f(x). 


După calcule simple rezultă că 


tl Aa . 
Mara) — Mara) Ala) — f(x) + Ax) f (xe) — f(%1) hx) . 


Deoarece L este subspatiu liniar si conține funcțiile constante (deci 
1 e L) rezultă că g eL. Se verifică imediat că 


glxi) = f(%1) şi g(x) = f(x). 


Cu aceasta, demonstrația este terminată. 


E 
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Observatia 2. Dacă X este compact, atunci topologia convergentei com- 
pacte pe C(X, R) coincide cu topologia convergentei uniforme pe X, adică 
cu topologia data de norma 


f > tifil = sup [f(2)]. 
zex 
Tinind seama de această observație in corolarul 2, obținem cunoscuta 
teoremă Stone-Weierstrass pentru latice si anume 


Corolarul 3. Dacă X este un spațiu Hausdorff compact si L o sublatice 
vectorială a lui C(X, R) care separă punctele lui X și conține constantele, 
atunci 


LECU R): 


§ 2.2. Generalizarea teoremei Kakutani-Stone pentru subspatii 
de tip Lindenstrauss-Wulbert 


Definiția 1. Un subspatiu liniar H c CV)(X, R) se numește de tip L-W 
(Lindenstrauss-Wulbert) dacă are proprietatea că 


max h +min heH pentru orice A, he, hg € H. 
1<i<3 i<i<3 


Observatia 1. Un subspatiu liniar H c CVo(X, R) este de tip L-W dacă 
și numai dacă are proprietatea max (0, fn, ha) + min (0, hi, ha) e H pentru 
orice hu, he eH. 


Deoarece necesitatea condiţiei este evidentă, rămîne să verificăm su- 
ficienta. Următoarele identități sînt imediate: 


(1) hy + max (0, ha — hu, hg — hy) = max (My, he, ha), 
(2) but min (0, ha — hy, hg — hy) = min (hu, ha, ha). 
Adunind relatiile (1) si (2) obtinem 
max (hyp ha ha) + min (hi, ha, hg) = 
= 2h, + max (0, ha — hi, hg — hy) + min (0, ho — hy, hg — hy), 


de unde rezultă că, dacă este verificată condiția din observaţia 1, atunci H 
este de tip L-W. 


Fie 7:R x R > R definită astfel: 
T(a, b) = a — max (a, b, —b) — min (a, b, —b). 


Observatia 2. 
a daca jaj < jbl, 
T(a, b) = |b] dacă a > jbl, 
—|b| dacă a < —ļb]. 
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Într-adevăr: 
T (a, b) = a — max (a, b, —b) — min (a, b, —b) = a — max (a, |b|) 4+max (—a, |b|) = 
= a+ min (—a, —[b]) +max (—a, |2]) = min (0, a —|b}) -+ max (—a, |d)). 
Dacă |a] < |b], atunci a < |b] si —a < |d|, de unde rezultă 
T(a, b) = a — |b +ib =a 
Dacă æ> |b], atunci a > 0 si T(a, b) = 0+]|d| = |b| 
Dacă a < —|b], atunci a < 0 si —a > |b], de unde rezultă 
T(a, b) = a — |b| — a = —|8|. 
Lema 1. Are loc următoarea relație de recurenţă: 
TIT(a, b), d] = Ta, 15! A lel). 
Pentru a verifica această relație vom analiza următoarele cazuri: 
Cazul 1. Dacă Ja] < |b] A |el, atunci 
T(a, |b] A lel) = a. 


Pe de altă parte, deoarece |a| < |b] si Ja] < |c], rezultă T(a, b) = a 
și [T (a, d)| < |c]. Atunci vom avea 


TIT (a, b), c) = T (a, b) = a. 
Cazul 2. Dacă a > |d| A cl, atunci 
T(a, |b] A Ie) =] A fel. 
Sînt posibile următoarele situaţii: 
1) a > |d| şi atunci T(a, b) = |b!. 
2) a = ja] < |b] şi atunci Tia, b) =a. | 


În prima situație dacă presupunem că |b] < |c], atunci | T(a, b)| < |cl, 
de unde rezultă 


T(T(a, b), c] = T(a, b) = |b] = |b] A iel. 


Tot în prima situație, dacă presupunem că |b|>jc], atunci T (a, b)>jcl, 
de unde rezultă 


T[T(a, b), c] = [e] = [b] A lel. 
În a doua situație avem a > |c], deci T(a, b) > |c], de unde rezultă că 
T[T (a, b), c] = |c] = |b] A Iel. 
Cazul 3. Dacă 
a < —(ib] A Iel) = (—12]) V (—Iel), 
atunci 


Tia, |b] A 161] = —(12] A tel). 
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Vom considera și aici următoarele subcazuri: 
1) a < —|8| şi atunci T(a, b) = —|8|. 
2) a > —|d| şi atunci T(a, b) = a, deoarece —a = |a] < [9]. 
În prima situație, dacă presupunem —|b| < —ic|, rezultă 
T[T (a, b), c) = —lel = (—|6]) V (—lel) = —(19] A fel). | 
Tot în prima situație dacă presupunem că —|b| > —|c|, atunci 
|T(a, b)| = —T (a, b) = |b] < Ic]. 
În continuare avem 
T[T(a, b), c] = T(a, b) = —|b| = (—[d]) V (—lel) = —(1b] A Iel) 
În situația a doua avem a < —|c| si cum T(a, b) = a, rezultă că 
T[T(a, b), c] = —le| = (—lel) V (—12]) = —(lel A tèl). 
Cu aceasta lema este demonstrată. 
Lema 2. Fie HECV(X, R) un subspatiu de tip L-W și fie f, 81, sem n41 
funcții din H. Dacă definim g: X > R astfel 
Pax) = TIf(x), min |g,(x)|], 
igign 


atunci o,€ H. 


Demonstraţie. Pentru demonstrație folosim metoda inducției complete. 
Dacă n = 1, atunci 


pı(x) = TL f(x), g(2)] = 
= f(x) — max (f(x), g1(*), —81(x)] — min [/(x), ga(2), —g1(x)]. 
Deoarece H este de tip L-W, rezultă că 9, €H. 


Presupunem proprietatea adevărată pentru n = k — 1. 
Din lema 1 și observaţia 2 rezultă: 


eu(2) = TL/(3), min |g(3)) = TU), (min |e.(2)]) A ls) = 
=T {TL/(x), min |g:(*) [], Se(%)} = TLo,-1(%), &(x)] = 


= 9 -1(%) — max (%,-1(%), g(x); —g,(¥)] — min [Pe-1(%), g(x), —g,(x)]. 

Rezultă că q,eL. 

Lema 3. Fie H c CVo(X, R) un subspațiu de L-W si fie f e CVolăX, R) 
cu proprietatea că pentru orice x1, Xa e X există h e H, astfel încît f(x) = h(x) 
pentru i = 1,2. Atunci pentru orice x e X, orice v EV și orice e > 0 există 
&, EH cu proprietățile 

a) g(x) = f(x); 

b) (Y) < ANAY +s (v) y eX; 

c) gY) < 0 = u(y)Ig-(y)| < e. 
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Demonstraţie. Fie x e X fixat. Pentru orice y €X, există h, e H, astfel 
încît h (x) = f(x) si h (y) = f(y). Observăm că mulțimea K,= = ize x; 
(2) [4,(z)| > 2(2) | fe) | +e} este compactă si y ¢ K,. Atunci iat K, = =, 
de unde rezultă că există 4, yo, .... Ya E X, astfel încît A Ky, = Ø. Fie 
z e X oarecare. Atunci există y;, cu proprietatea că z ¢ E ceea ce implică 
v(2)| y,,(2)| < o) f@)| + e. 
Prin urmare 


min 2(z)| hy,(z)| < v(z)| f(z)| +£, pentru orice z e X. 
i<i<n 


Definim acum %:X — R astfel 


hlz) = T[hy, (2), mia | hy, (2)1] 


Din lema 2 rezultă că % e H, iar pe de altă parte este imediat că 


Tx) = flx) și REI v@)Ifle)| +e, 
deoarece 
2)! < min [hy (2)l. 
1<t<sn 
Fie 
Y = {y e X; My) f(y) < 0}. 
Afirm că pentru orice y e Y, există s, e H, astfel încît s (x) = f(x); 


și s,(y) = 0. 
EA dacă considerăm din nou funcția 4, e H cu proprietatea 


h(x) = f(x) că h,(y) = f(y), atunci 
——~—[flyJhz) — Ul] dacă f(y) #0 sau Ry) #0 


s(2) = io My) si f(y) # 0). 
Hie) dacă f(y) = Fly) =0. 


Evident s, e H, s,(x) = f(x), s,(y) = 0. 
Deoarece pentru orice ye Y, "mulțimea 


Cy = £z; v(2)/s,(z)| > e) 


este compactă și y ¢ C,, printr-un rationament analog cu cel de mai inainte 
rezultă că există y4, ....¥, E Y, astfel încît 


min v(2)|s,,(2)| < e, (Y) ze Y. 


i<t<sm 


Definim acum funcţia g,:X — R astfel 


8„(9) = Ty), min [5 (3911: 
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Avem g, EH, g,(x) = f(s) şi lge(y)| < [My] (V) ye X, de unde 
rezulta 


v(y)lee(9)| < O te V) yeX. 
Pe de altă parte 
fly)ee(y) <0 = Fily) < 0 = y e€ Y = o(y)le,(y)| < e 
deoarece : 
|g2(¥)| < min |s,,(y)|, (vV) veă. 


= 


Definim î:R x R > R astfel: 
t(a, b) = max (a, b, 0) + min (a, b, 0). 


Lema 4. Funcţia t are următoarele proprietăţi: 


a+b dacă ab<0 
(i) ta, b) = a dacă jaj > |b] și ab>0 
b dacă |a| < |b] și ab > 0 
(îi) za, b)| < max (lal, 121) 
a dacă |a| > |d| 


b dacă |a| <|b| si ab >0 
2a+b dacă |a| > |b] şi ab<0 


Demonstrația lemei 4 este ușoară și constă în a analiza pe rînd cazurile 
posibile. 
Observatia 3. Dacă H c CVo(X, R) este un spațiu de tip L-W, atunci 
oricare ar fi g,f eH avem (f, g) e H, unde 


[eA g)\(x) = E f(x), e(2)], oricare ar fi x EX. 


Lema 5. Fie feCVo(ă,R), veV și {g,}, un șir de funcţii din 
CVX, R) cu proprietatea: 

(1) Dacă f(x)g,(x) < 0, atunci v(x)|g,(x)| < e pentru orice n > 1. Dacă no- 
tam cu h(x) = g(x) și cu h(x) = th,_,(x), g,(%)] pentru n > 2, atunci fun- 
cțiile {h,} au de asemenea proprietatea (1). 

Demonstraţie. Demonstrația se face prin inducție dupa n. Pentru = 1 
afirmația este evidentă. Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru 
m si că f(x)Mmyi(x) < 0. | 

Dacă hpsa(%) = hu(%), afirmaţia rezultă din ipoteza de inducţie. 

Dacă ma) = Ema, atunci /(x)g,.,(%) < 0, de unde rezultă 

O(%)| Miner (2) | = 0(%)|msa(%)|] < e. 


Dacă rml 8) = ha) 8m (x) atunci h(2)gm (2) < 0 si vom analiza 
cazurile: 
a) f(%)8ms1(%) < 0, 
b) S(*)&ms(%) > 0. 


(iii) £a, t(a, bY) = 
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In cazul a) avem 
v(*)|mai(¥)| < © si sign n(x) = sign Em (1%). 
Rezulta ca 
| nea (%) | = | Sm+1(%) | al | Fin) | < Em1 (%)l 
adică 
v(x) a(l < e. 
În cazul b) avem 
H(x)Ay (x) < 0 și sign mal) = sign h,,(x). 
Din ipoteza de inducție avem v(x)|H,,(x)| < © si deoarece 
[Pai (2) = | Mm (*)] — 18mar(*)1 < lala), 
rezultă ` 
v(x x)| aval x)| <E. 


Lema 6. Fie v,f și {g,} ca în lema 5. Presupunem in plus că funcțiile 
{ga} au proprietatea: 


(2) o(a)lgn(*)] < AAH (V) zeă. 


3 Notăm cu În = =g, hm = [Pigs t(n Emi)] Pentru m > |. 
Funcţiile h, au proprietățile: 


(3) Dacă v(x)| f(x) — anl <e și v(x)[h,,(x)| > ©, atunci 
o(a) f(x) — imala) < e. 
(4) Dacă v(x)| f(x) — &msr(*)| < e și Y(%)| Bmai(%)| > e, atunci 
o(a) f(x) — imala) < 3e 
Demonstraţie. Din lema 5 rezultă că funcţiile f% m) păstrează proprietatea 


(1) f(x)hig(#) < 0 => 0(2)|hq(x)| < e 


Conform lemei 4 avem: 


Tala) dacă |fm(%)| > [&msa(%)| 
Enlt) =$ Emal) dacă |Fin(x)| < Emal) Și Pnlt)Emal) > 0 


2al) + Emsal) dacă [Tu(%)! < ema) $i Fa *)Smea(%) <0 
Fie xeX cu v(x)| f(x) —h,,(x)|<¢ si v(x)| %,,(x)| > e. Atunci 
din (1) rezultă LORG >0 
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Daca Pari ( 2) = Tig (2) afirmatia (3) este evidenta. 
Dacă h. (2) = Sma (2) atunci f(2)gma(%) > 0 şi vom avea 
o(a) f(x) — hna lA [=> 0(3) IAA) — 1Smar(¥)] < e. 


Situaţia f4,(*) = 2h, „(x c) + Zmai(*%) nu poate avea loc, pentru că ar 
contrazice faptul că v(x)! (a)! > e. Am demonstrat astfel (3). 

Fie acum xeX cu v(4)l/(3) — mul] <e și I()l Emal) > e: 
Atunci f(x)82m (x) > 0. 


Dacă ta (3 ) = 
Dacă nla) = 


02) ala) > E => f(x) lig (x) > 0 = (SE) — ala) = DENSI — hala) E. 
Dacă fnil) = nlt) + em), atunci f (x)h,,(x) <0, de unde re- 


zultă că E 
V(X) | iml) < e 


(x), afirmatia (4) este evidenta. 


+1 
n(x), atunci 


Smt 
h, 


Asadar vom avea: 
(x) | f(x) — mal) i < AISA) — Eml) + 20(%)| (2) < 3e 


Teorema 1. Fie H un subspațiu de tip L-W în CVo(ă, R) și fie 
fe CVo(ă, R). Următoarele afirmații sînt echivalente: 


1) fel 


2) Pentru orice x, Xa că și orice e > 0 există heH astfel încît 


| A(%1) — faca) < e și (xe) —f(%2)| < e. | 
3) Pentru orice xı, Xa e X există heH astfel încît f(x) = h(x) și 


Plata) = h(x2). 
Demonstraţie. Demonstrația implicaţiei 1) = 2) este identică cu cea din 


teorema 1, §2.1. 
2) = 3). Considerăm aplicația liniară 


0: CVo(ă, R) > R? 
definită astfel: 
(f) = [/(%1), f(x2)) 


Din 2) rezultă că ọ(f)e ọ(H). Deoarece ọ este liniară, rezultă că ọ(H) 
este închis, fiind un subspatiu liniar al unui spațiu finit dimensional. Prin 
urmare ọ(f) e (H), adică există / e H astfel încît: 


F) = Mar) gi f(x2) = h(x). 


3) = 2) evident. 
3) = 1). Presupunem prin absurd că deși are loc 3), f ¢ H. Atunci 
există v e V și 3 > 0 astfel încît sup v(x)| f(x) — h(x)| > è> 0 pentru orice 


h e H. Fără a restringe pein putem presupune că ap v(x)| f(x)| = 1 


și atunci rezultă că 3 < 
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Fie K=txe X; v(x)| f(x) >= a} Evident K este o multime com- 
pactă nevida. 

Din lema 3 rezultă că pentru orice xe X, există g,¢H, cu proprietăţile: 

1) g(x) = f(x); 

2) ALO < ISOM +—3 


3) g.(9)f(y) < 0 > ry)Ig.(y)] < Z, 


Pentru orice x e K notăm cu 
FS 
C: = Ẹ E K; o(y)lg.(y) —f(y)| > E). 
Deoarece x ¢ C,, rezultă M C, = Ø şi deoarece K este compact, 
xeK 
există Xi, %2,...,%, EK aşa ca 
Ac = 2. 
Rezultă că oricare ar fi x e K avem: 
i ò 
min v(x)| ga (2) — Jf) < —- 
igign g. 
Construim acum funcțiile {h,.}i<m<n astfel: 


În = gr, ŞI lemsi = Him t(n Benes) 
Din lemele 4, 5 si observația 3 rezultă că avem 
a) ha eH; 
ò 

b) 0(2)| hala) < IAI >: 
0) hal) < 05 Aaa) < È 
În continuare vom arăta folosind inducția completă că 

ae ò 38 
ze K si min o(zen(2) AA) <È = AISNE) — hala) < E 


Pentru m = 1 afirmația este evidentă. O presupunem acum adevărată 
pentru m si fie x eK cu proprietatea că 


min o(lgala) A< 2: 


1<igm+t 
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Vom analiza următoarele cazuri posibile: | 
A) min 2(x)| ga (2) — f(x)| < 2 respectiv 
i<i<sm 8 
ò 
B) v(x)| Erma (2) a F(x)! < g ° 


În situaţia A) din ipoteza de inducție rezultă că 


o(2)| ala) —f(2)| < Z i 


Deoarece a eX și o(a)) Ihala)l — IO)I | < 0(2)Iln(2) — fl < Š 
rezultă că v(x)|h,,(x) > v(x)|f(x)| — = > 2 ò — = = > = ; 


Conform lemei 6 vom avea atunci 


a(x)|f(2) — head < = . 


În situația B) rezultă v(x)| Zea, (x)| > = si din lema 6 ca 


FU) — haita) < - . 


Din cele de mai sus constatăm că 
Wo <>: (Y) xeK. 
Dacă x ¢ K atunci considerăm cazurile: 
C) fl) <0 și D) ful) > 0 
În cazul C) avem (x)| (£) < 2 şi 
3 

a fla) — Il) < ol) ft) < Pl ak <a. 
În cazul D) 

af) — hall = 009 IOD — Il) 1 <> <8. 


co | S 


Așadar, am găsit h = h e H cu proprietatea 
| sup v(x)| f(x) — h,(*)| < è 
xE 


ceea ce contrazice ipoteza făcută. 
Observajia 4. Dacă în teorema 1 se presupune că H este latice, atunci 
se reobtine teorema Kakutani-Stone pentru latici vectoriale eu ponderi. 
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§ 2.3. Teorema Stone-Weierstrass pentru un subspatiu de tip modul, 
în cazul mărginit 


Fie X un spaţiu Hausdorff complet regulat si of o subalgebra a lui C(X) 
care conține unitatea. Fie de asemenea W un subspatiu liniar al lui CVo(X) 
care este modul peste of, adică AW c W. Pentru orice xe X vom nota cu 
A(x) = {y e X; a(y) = a(x), (Y) a e A{. Evident mulțimile A(x) sînt închise 
și dacă x 4 y, atunci sau A(x) = A(y), sau A(x) N 4A(y) = Ø. 

Fiecare mulțime A(x) este deci o mulțime de constanță pentru sub- 
algebra of, maximală fata de relația de incluziune. 

De fapt, algebra æ determină pe X o relaţie de echivalență, notată 
Xlo si anume: x~ y dacă a(x) = a(y) pentru orice a€ ot. Prin urmare, 
cu A(x) am notat clasa de echivalență a lui x față de această relaţie. 


Definiţia 1. Vom spune că W este localizabil în CVo(X) în raport cu ci 
dacă: 


W ={f eCV(X); f[A(x) e Dl A(x), (Y) x eX}. 


Deoarece mulțimea W este înclusă întotdeauna in mulțimea din dreapta 
semnului egal, localizabilitatea lui W în raport cu of revine la a spune că 
o funcţie fe CVo(Ă) aparţine închiderii lui W în CVo(4ă), dacă și numai 
dacă, pentru orice v e V, orie s œ> 0 și orice mulțime A(x), există w e W 
astfel încît 


v(¥)| f(y) — w(y)| <e, pentru orice y e A(x). 


Observatia 1. W va fi dens in CVo(X) dacă următoarele condiţii sînt 
s.tisfacute: 

(i) W este Iccalizabil in raport cu of in CV 9(X). 

(ii) of separă punctele lui X, adică, dacă x Æ y, există ae ot astfel 
încît a(x) # a(y). 

(iii) Pentru orice xe X există w e W astfel încît w(x) # 0. 

Într-adevăr, din (ii) rezultă că pentru orice x e X avem A(x) = {x}. 
Fie feCVo(X) oarecare. Dacă f(x) =0, atunci evident f|A(x)e W| A(x). 
Dacă f(x) # 0, atunci conform (iii) există we W astfel încît w(x) 40. Daca 
notăm cu A= /f(x)/w(x), atunci 


ee 


fIA(x) = ol A(x) € DIA). 


Asadar, in conditiile (ii) + (ili), avem: 


CV(X) ={f e€ CV4X); flA(x)e WAH), (V) x eX}. 


Din (i) rezultă acum că W = CV)(X). 

Reamintim că pentru orice spaţiu Hausdorff complet regulat X, există 
un spațiu Hausdorff compact BX, astfel încît X este homeomorf cu o parte 
densă a lui BX. Aplicația B:C,(X) + C(BX) care asociază fiecărei funcţii 
feC,(ă) prelungirea sa unică ff e C(8X), este un izomorfism de algebre 
Banach. BX se numește compactificatul Stone-Cech al lui X. Reamintim 
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de asemenea că o algebră cf CC(X,C) se numește autoadjunctă, dacă are 
proprietatea că 


f=utiveto=f=—u—ived. 


Lema 1. Fie of c C,(X) o subalgebra închisă care conține unitatea. In 
cazul cînd funcțiile sînt cu valori complexe presupunem în plus că of este auto- 
adjunctă. Asociem fiecărei mulțimi A(x) o mulțime compactă K(x) c X, ast- 
fel încât A(x) n K(x) = Ø. Atunci există un număr finit de clase de echiva- 
lență modulo X|ot, pe care le notăm cu A(x), ..., A(x%,) şi un număr cores- 


n 
punzator de funcţii pi 92, --- PaE oA, astfel încît gp, >0, gi K(x) = 0 și a= 1 
te 


Demonstrație Notăm cu fot imaginea lui of prin izomorfismul 6. Atunci 
Pot este o subalgebra închisă a lui C(BX) care conţine unitatea. Notăm cu Z 
spaţiul cit al lui BX prin relația de echivalență BX/Bot si cu m:BX > Z apli- 
catia canonică corespunzătoare. Dacă x e X și A(x) este clasa sa de echi- 
valență modulo X/4, atunci A(x) = x(x) N X. Reciproc, dacă y eßX și 
z(y) NX # Ø, atunci există xeX, astfel încît z(y) N X = x(x) N X = A(x). 
Aşadar, există o corespondenţă bijectivă între punctele lui z(X) si clasele 
de echivalență ale lui X modulo Xj. Dacă xeX, atunci conform 


ipotezei, mulțimile 
A(x) = x(x) N X şi K(x) 
sînt dijuncte. Rezultă că (x) nu aparține mulțimii compacte x[K(x)]. Prin 
urmare avem: 
M[K(x)] = Ø. 
EX 
Conform proprietăţii intersecţiei finite, există x, ..., 4, E X astfel încît 
A mK (%,)] = Ø. 
In continuare avem: 


Z =U Cr[K(x,)], 


unde cu Cz[K(x,)] am notat complementara mulțimii x[K(x,)] în Z. Deoa- 
rece Z este ccmpact şi mulțimile Ca[K(x,)] sînt deschise, există 4,: Z — (0, 1 


continue, cu supp 4, c Cx[K(x,)] şi 2> pı = 1. Pentru orice ae, fie 
tol 


t 

a: Z > K definită astfel: 4,(z2) = (Ba)(y), dacă z = z(y). Este clar că t 
este bine definită. Dacă notăm cu B = {p,}ac 4, atunci B este o subalgebra 
închisă în C(Z), care separă punctele si conține unitatea. Conform teoremei 
Stone-Weierstrass, rezultă că B = C(Z). Deoarece y, e C(Z), rezultă că există 
a, ec, astfel încît p, = Pa, pentru orice 4 = 1, 2, ..., n. Dacă notăm acum 
cu 9, = Ver, atunci F, = aer = Ba, € Bot. În sfîrşit, vom nota pentru 
orice 4 = 1, 2, ...,% cu ọ; =9,|X si observăm că funcțiile 9, au toate pro- 
prietatile cerute în enunţul lemei. 


46 


Definiţia 2. Spunem că algebra of este V-mărginită, dacă orice funcție 
a e ci este mărginită pe suportul oricărei ponderi ve V. 


Exemple de cazuri particulare cînd of este V-mărginită sînt următoarele; 

1) dc CX). 

2) Orice pondere v e V are suportul compact. 

Teorema 1. Fie of o subalgebra cu unitate a lui C(X), V-mărginită. Dacă 
oA c C(X, C), presupunem în plus că oA este autoadjunctă. Fie W = CVo(X) 
un subspatin liniar cu proprietatea că ATW EW. Atunci W este localizabil 
în CVo(ă) în raport cu ot. 

Demonstrație. Fie fe CVo(X) cu proprietatea /|A(x)e WJA(x), (Y) xe X. 

Trebuie să arătăm atunci că f eW. 

Fie ve V și ¢ > 0 fixati. Pentru orice y e X, există w, e W astfel 
încît v(y)| f(y) — w,(y)| < £, oricare ar fi y e A(x). Dacă notăm cu 


K(x) ={y € X; (Y) f(y) — (9)! > £}, 
atunci K(x) este compact, 
A(x) n K(x) = Ø şi A(x) U K(x) = X. 


Fara a restrînge generalitatea putem presupune că of c C,(X), pentru 
că putem înlocui în raționament pe X cu suportul lui v. Conform lemei 1, 
există un număr finit de clase de echivalență modulo X/A și anume 


A(x), A(x) şi n funcții Qi -s pa E£ cu proprietățile: 


o, > 0, gil K(x) =0, (i= 1, c. 2), > p =l. 
În continuare, avem pentru orice 7 = 1, 2, ..., 7: 
(1) pl y)u(yi f(y) — Pa(y)| < egy) oricare ar fi y e X. 


Într-adevăr, dacă y e A(x,), atunci v(y)| f(y) — ws(y)| < e, iar dacă 
y ¢ Als), atunci y e K(x) şi giy) = 0. 
Din (1) rezultă 


u(y) È PNO) — wuld)! < È gb) =e 


În continuare avem: 


Ayo) = X elo) eal) = IE eA NLA) — wed MI 


< oly) Z aO 70) — Valy) se (V) yex. 


Deoarece 9,€ of, (i = 1, 2,..., n), rezultă că pentru orice 5 > 0, există 
a, e oA, astfel încît |a,(y) — q,(y)| < è pentru orice y e X. Menţionăm faptul 
că funcţiile v-w,, sînt mărginite pe X, deoarece se anulează la infinit. Fie 


‘ a, = sup o(y)|w@-,(y)|, (i= 1, 2, ..., n). 
yex 


4T 


Mai departe avem: 


v(y) | > a,(y)wz(y)—f(y) |< 


LE a(n) — D> edu) E pleal) SON 


A 


<È lay) — od y)lo(y)|wals)Ire < BQ? as +e. 


» atunci 


Dacă alegem 5 < 


n 


dy 


t=1 


oy) ID aha) SONS 2e, 


n 
oricare ar fi ye X. Dacă notăm cu w= ) ao, atunci we AW c W. De- 


i=l 


oarece v e V şi e > 0 au fost arbitrari, rezultă că am demonstrat că fe W. 


§ 2.4. Problema generală a aproximării ponderate 


Demonstraţie. Deoarece g,|S > 0, rezultă că oricare ar fi ponderea ve V 
avem 


lim sup 2(+)|g,(%)| = 0. 
i «ex 


Fie eV si ue M,(X) astfel încît L = vp. Dacă notăm cu o(L) = 
= supp L, atunci o(Z) = S si în continuare avem 


re) gp dp| = $ do du|<sup ZORON dl wl <[lul] sup v(x) le,(x) 
a(L) s xeS s xéES 
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Deoarece u este o măsură Radon mărginită (||u|| < + oo) rezultă că 
membrul drept tinde la zero, deci . . 


Vom nota cu Ext [D} n W°] mulţimea punctelor extremale ale mulțimii 
convexe, slab compacte D9 n W° c (CV,(X)]*. 


Teorema 1. Dacă W este un subspatiu liniar al lui CV,(X), atunci: 
W = {f €CV,(X); flo(L) | Wia(L), (v)Le Ext [D2 n W] si (Y) ve V}. 


Demonstrație. Deoarece mulțimea din stînga este întotdeauna inclusă 
în mulțimea din dreapta, rămîne să verificăm încluziunea inversă. Să pre- 
supunem prin absurd că există fo e CV,(X) cu proprietatea că pentru orice 
veV si orice Le Ext (D2 n W, folo(L)e WI a(L) si totuşi hg W. 

Din teorema Hahn-Banach rezultă că există o funcţională T:CV,(X)>R 
liniară, wy-continua, astfel încît T (f) # 0 si T(w) = 0 pentru orice we W. 
Deci există Te (CV,(X)]* cu T(f,.) #0 si Te W°. Fără a restringe genera- 
litatea, putem presupune ca 

T eD} ={L e[CV,(X)}*; |L(g)| < 1, (Y)g € D°}. 


Deoarece mulțimea D} N W° este convexă si slab compactă, din te- 
orema Krein-Milman rezultă că 


DS n E? = co Ext {D}! n W% 


Observăm acum că există Te Ext(D9 n W°} astfel încît T(fo) # 0. 
Într-adevăr, dacă orice element din Ext4D? N 700! s-ar anula în fo, atunci 
orice element din co Ext {D9 N W0} s-ar anula în fọ, ceea ce ar contrazice 
faptul că T(fo) # 0. | 

Așadar, am arătat că există Te Ext {D} N W°} astfel încît T(fo) 4 0. 

Deoarece fol o(T) e W|o(T), rezultă că există un sir generalizat de 
elemente {w; hie, © W, astfel încît w,o(7) > folo(7) în topologia spaţiului 
CVls(T)]. 

Din lema 1 rezultă acum că T(w,) > T(f). eoo 

Deoarece T este ortogonal pe W, vom avea T(w,) = 0 pentru orice 
ie], deci T(f)= 0. Am ajuns astfel la o contradicție. 

Definiție. O partiție {S,},-, a lui X, formată din mulțimi închise, se 
numește saturată în raport cu un subspatiu liniar W < CVo(X), dacă pentru 
orice v € V și orice L e Ext {D5 N W°}, există io e J, astfel încît o(L) < Si» 


Teorema 2. Dacă (S, ler este o partifie a lui X, saturată în raport cu 
subspațiul liniar W < CVX), atunci 


W = {f e CVX); fiS e WS, (V) te}. 
Demonstrație. Procedind ca în demonstrația teoremei 1, dacă presu- 
punem prin absurd că există f e CV,(X) cu f|S,e WS, (Y)iecelIsşifg W, 
atunci există L e Ext {D} N W°}, astfel încît L(f) # 0. Fie ie J astfel încît 


o(L) < S;,. Cum f |S;, E W| Si» folosind din nou lema 1, rezultă L(f) = 0, 
ceea ce reprezintă o contradicție. 
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Lema 2. Fie W un subspatiuliniar al lui CV (X) $i Fie LEExt {D} N W, 
L #0. Dacă geC(X) este mărgimlă și reală pe suportul lu L și 
L(gw) = 0 pentru orice w e W, atunci g este constantă pe suportul lui L. 

Demonstraţie. Deoarece L e DY, există u e M,(X) cu |lul|| < 1, astfel 


încît L = vu. Din extremalitatea lui L, rezultă că ||u|| = 1. Într-adevăr, 
dacă ||p|| < 1, atunci L se poate pune sub forma 


L 
(1) L=|[pll£2,+(1— |lpil)0, unde L,= Te 
Să observăm însă că daca f e D,, atunci avem 
1 1 oe 
ILA = sera du] <——[Iflellull < 1, adică Ł e D}. 
IES liell 


Deoarece 0 si L, e D$ Nn W°, relația (1) contrazice extremalitatea lui L. 
Fără a restringe generalitatea putem presupune că g > 0 pe o(L) și 


(e d|u| = 1. Într-adevăr, deoarece g este reală și mărginită pe o(L), se pot 
Ste 


Co 


determina constantele reale c} si cy, astfel încît funcția 7 = să aibă 


Li 


proprietăţile: & > 0 pe o(L) si (zau = 1. Proprietatea L(gw) = 0 pentru 
orice w e W se păstrează. Evident, dacă vom arăta că £ este constantă pe 
o(L) va rezulta că g este constantă pe a(L). 

De asemenea, fără a restrînge generalitatea, putem presupune că su- 
portul lui L este egal cu suportul lui u. 

Fie « = sup {g(x); x €a(L)}. 

Presupunem pentru moment că « < 1. În acest caz avem: 


o < (0 — adiu = ali — (gdlul= 1—1 =0 şi deci g=1 pe a). 


Vom arăta acum că nu este posibil ca « > 1. 
Într-adevăr, dacă « > 1, vom considera următoarele măsuri: 


u =y Și u = gu. Este imediat că || || = || uall = | 


Fie L, = vp, si L = vu, Se observă că L, L e D8. 
Dacă w e W, atunci 


L (w) =e du, = : ;(e)2-7an—e-w-o du) = 0. 
ga 


Pe de altă parte este evident că L,(w) = 0. Rezultă deci că L,, Lae Dn Wr. 
n continuare avem 


© (e ii 
x % 


a — | 
1 


——(« — eu + wap =0 = L. 
a(a — 1) a 
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Deoarece L este extremal, rezultă că L, =L, =L. 


Așadar avem 


za Some: Us. 


go 


Dacă u = pu, + iu atunci avem 


x — . 
E oep, =g: Vu, (i =1,2). 
a— | 
Cum Ž >? > 0 și gv >0 în continuare rezultă că = z vju,| =gv- ly; 
— a — 
și deci oe =gv pe suportul măsurii u,, (¢=1, 2). Deoarece o(L) =supp p= 
% — 
= supp |u| = supp uU supp g și v(x) 7 0, oricare ar fix eo(L), rezultă că 


7È = =g pe o(L) si deci g = 1 pe a(L), ceea ce contrazice ipoteza că a > |. 


Cu aceasta, demonstrația lemei este încheiată. 
Fie (F o submulțime oarecare a lui C(X, K) cu 0e (7 şi fie WCCV (x) 
un subspatiu liniar. Dacă S este o submulțime oarecare a lui X vom nota cu: 
da, w(S) ={feF:(v)we W, (3)w' e W astfel încît fw =w pe S} 
„și cu ba (5) ={f eF; f(x) €R,(v)x eS}. 
În continuare, considerăm perechea (F, W) fixată si vom nota simplu 
G(S) respectiv (S) în loc de Bg, y(S) și ZGa(S). 


Definiţia 1. O submulțime S a lui X se numește antialgebricad în raport 
cu perechea (F, W), dacă oricare ar fi f e (S) este constantă pe S. 


Definiţia 2. O submulțime S a lui X se numește antisimetrica în raport 
cu (F, dacă oricare ar fi f e Æ(S) este constantă pe S. 


Definiţia 3. O submulțime S a lui X se numește slab antialgebrica in 
raport cu perechea (GF, W), dacă orice funcţie f e B(S) NÆ(S) este cons- 
tanta pe S 


Vom nota cu of, şi © familia tuturor submultimilor lui X antialge- 
brice, antisimetrice, respectiv slab antialgebrice în raport cu perechea (F, W). 

Este evident că aceste familii nu sînt vide, deoarece pentru orice 
x ex, avem {xj ed NF NT. 

Lema 3. Familia T are următoarele proprietăți: 


1) Dacă S eT, atunci si închiderea sa Š e. 
2) Dacă ÎS, ler © T și VS, + Ø, atunci 
tel 


US eT. 


iel 


5L 


Demonstraţie. 1) Dacă fe G(S) n 36($), atunci fe G(S) n H(S) şi deci f 
este constantă pe S. Din continuitate rezultă că f este constantă pe S, adică 
SeT. 

2) Dacă feg(U sS) n H(US,), atunci pentru orice ¿el avem 

tel el 


fe 8($.) NH(S;) și deci g =c; (constantă) pe S; Cum NS: # Ø, rezultă 


că c, =c oricare ar fiz e și deci f este constantă pe U Si adică 
USET. 
iel 


Afirmatii asemănătoare cu cele din lema 3 sînt adevărate si pentru 
familiile o si &. 


Propoziția 1. Există o partiție {T,}.ex a Spațiului X formată din mul- 
jimi slab antialgebrice maximale. 


Demonstraţie. Pentru orice xe X avem {x}e T. Vom nota cu C, fa- 
milia tuturor mulțimilor (G, W)-slab antialgebrice care îl contin pe x. Deci 
T, ={TeTC; x eT}. Vom nota de asemenea cu T, închiderea mulțimii 
U{T: T €T,}. Conform lemei 3, T, €@ si este clar că T, este maxi- 
mala in raport cu relatia de incluziune. 

Pe de altă parte, dacă x # y, atunci sau T; =T,, sau T, N T,=@. 
Într-adevăr, dacă T, # T, si Ta N T, # Ø, atunci din lema 3 rezultă 
că IT, U 1,e'C, ceea ce contrazice caracterul maximal al mulțimilor 
T, şi Tp 

Observatia |. Există partitii asemănătoare celei din propoziția 1 formate 
din mulțimi (Z, W)-antialgebrice maximale, respectiv W-antisimetrice 
maximale. 


Teorema 3. Fie (F o submulțime oarecare a lui C(X) cu OE (F și W un 
subspatiu liniar al lui CV (X). Dacă GF este V-marginitd, atunci 


W ={f €CV(X);f\T, e WIT, (Vv) «x €X}, 


unde prin {T,hex am notat partitia lui X formată din mulțimile (F, W)- 
slab antialgebrice maximale. 


Demonstraţie. Conform teoremei 2, este suficient să arătăm că partitia 
{Th}, este saturată în raport cu W. Pentru aceasta vom arăta că dacă 
Le Ext (DY N W}, atunci suportul său o(L) este o mulțime (GF, W)-slab 
antialgebrică. Într-adevăr, dacă f e G(S) NA(S), atunci f eG, f este reală 
pe o(L) si pentru orice w e W există w'e W astfel încît fw =w' pe o(L). 
Avem deci L(fw) = 0 pentru orice w e W. Deoarece L=vy și f este măr- 
nită pe suportul lui v, rezultă că f este mărginită pe o(Z). Așadar, f ve- 
rifică toate condiţiile din lema 2. Rezultă că f este constantă pe o(L), adică 
o(L) este o mulțime ((7,70)-slab antialgebrică. Atunci există o mulțime 
(F. W)-slab antialgebrică maximală 7,, așa ca o(L)c T, 


Observatia 2. Dacă (F CC(X, R), atunci familia mulțimilor slab alge- 
brice © coincide cu familia mulțimilor antialgebrice of, deoarece lS) =F. 

Notăm cu (cf, sex partitia lui X formată din mulțimile (F, W)-anti- 
algebrice maximale. 
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Corolarul 1. Dacă W este un subspatiu liniar al lui CV (X) și (F o sub- 
mulțime a lui C(X, R) cu 0 EG, V-marginitd, atunci: 


W ={f e CVX); flA: e WIA, (Y) x eX}. 


Observajia 3. Dacă (Fc C(X, C) si FW cW, atunci familia mulțimilor 
slab antialgebrice “E coincide cu familia mulțimilor antisimetrice $, deoarece 
Gr wlS) =F- Notăm cu {S} ey partitia lui X formată din mulțimile G- 
antisimetrice maximale. 


Corolarul 2. Dacă (F este o submulțime a lui C(X,C) V-marginita și 
0 e(F, astfel încît FW SEW, atunci 


W ={f e CVX); fiS,€ WIS, (V)x €X}. 
Observajia 4. Vom nota cu {A(x)},¢y clasele de echivalență ale lui X 
modulo X/F. 
Deci A(x) ={y e X; f(y) =f(x) oricare ar fi fe GF}. 
Dacă FWcW si în cazul că GcC(X, C) presupunem în plus ca (F 


este autoadjunctă, atunci mulțimile slab antialgebrice maximale coincid cu 
mulțimile de constanță maximale ale lui F. 


Corolarul 3. Fie (F o submulțime a lui C(X, K) cu OEG, V-mărginită 
și autoadjuncta in cazul K=C. Dacă GWCW, atunci W este localizabil 
în raport cu (F. 


Observajia 5. Fie (F şi W ca în corolarul 3. Conform observaţiei 2.3.1, 
dacă presupunem in plus că (F separă punctele lui X şi pentru orice xe X 
există f,eG cu f, #0, atunci W = CV (X). Am obținut teorema Stone- 
Weierstrass pentru un subspatiu al lui CV,(X) de tip modul. 


Observatia 6. Afirmatii asemănătoare celor din teorema 1 si corolarele 
1, 2, 3 sînt evident adevărate dacă CV,(X) =C,(X), iar topologia wy coin- 
cide cu topologia strictă f pe C,(X). 


§ 2.5. Ponderi fundamentale. Problema lui Bernstein 


Dacă o familie de ponderi V pe X se reduce la o singură funcţie v, 
atunci se vor folosi notatiile Cup(X) și Cv,(X) în loc de CV (X) si CV,(X). 
Așadar, dacă w este o pondere pe R” (adică o funcţie superior semicontinua 
și nenegativă) vom nota cu: 

Coo(R") ={f e C(R*, K); fo se anulează la infinit } 
Și cu 
Cw,(R") ={f e C(R”, K); fo este mărginită pe R*.} 

Definiţia 1. O funcţie f: R” + K se numeşte local mărginită, daca este 
mărginită pe orice submulțime compacta din R”. 

Reamintim că mulțimea polinoamelor definite pe R” cu valori în K 
a fost notată cu P, (vezi 1.2, exemplul 5). 
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Observajia 1. Fie f: R” + K local mărginită. Următoarele afirmații sînt 
echivalente: 

a) pf se anulează la infinit pentru orice p € Py. 

b) pf este mărginită pe R” pentru orice p € P,- 

Deoarece implicatia a) = b) este evidentă, rămîne să demonstrăm 
b) = a). Fie ge, definit prin g(x) = ||x||? =} +... a unde x= 
= (Xis «+ Xa). Conform b), funcţia fq este mărginită pe R” pentru orice 
polinom 2 e P,. Prin urmare există M > 0 așa ca |Ix|}*I/(x)p(x)| < M ori- 
care ar fi x e R". Aceasta implică că f+ se anulează la infinit. 


Definiţia 2. O funcție local mărginită pe R”, care îndeplinește una din 
condițiile a) sau b) se numește rapid descrescătoare la infinit. 
_ Să observăm acum că dacă o este o pondere pe R”, atunci faptul că w 
este rapid descrescătoare la infinit, revine la a spune că P, c Cay(R"), ceea 
ce este echivalent cu P, c Co,(R”). 


Definiţia 3. O pondere.w pe R” se numeşte fundamentală, dacă este 
rapid descrescătoare la infinit și P, este densă în Ca (R"). 

Problema lui Bernstein constă în a găsi condiţii necesare și suficiente 
pentru ca o pondere să fie fundamentală. 

În continuare vom nota cu Q, mulțimea ponderilor fundamentale pe R”. 


Propoziția 1. Familia Q, are proprietățile: 
1) Dacă w e Q, şi à > 0, atunci dw € Q, 


2) Dacă w' e Q, și w” este o pondere pe R” în situatia 0 < w" < w, 
atunci o” E€ Q, 


Demonstraţie. Deoarece prima afirmație din propoziție este imediată, 
rămîne să demonstrăm partea a doua. Observăm că deoarece 0 su” < w’ 
vom avea P, = CoR”) S Col R”). 

Cum @, este densă în Cwo(R*), pentru a arăta că œ” este fundamen- 
tala, va fi suficient să arătăm că Cw (R") este densă în Cog( R”). 

Conform propoziției 1.2.1, spațiul X(R") al funcțiilor continue pe R°” 
cu suport compact este dens in Cwo(R”). Afirmația rezultă acum din inclu- 
ziunile: 


K(R”) c CoR”) = Col R”). 


Observatia 2. Teorema clasică a lui Weierstrass afirmă că (P, este densă 
în C(R") pentru topologia convergentei compacte. Aceasta înseamnă de fapt 
că funcția caracteristică a fiecărei submultimi compacte din R” este o pon- 
dere fundamentală. 

Din propoziția 1 rezultă acum că orice pondere pe R”, care are supor- 
tul compact, este o pondere fundamentală. Prin urmare orice funcție supe- 
rior semicontinuă, nenegativă si cu suportul compact este o pondere funda- 
mentală pe R”. 

Reamintim că prin C,(R") se notează spațiul funcțiilor continue pe R” 
cu valori în K, care se anulează la infinit. Acest spațiu se inzestreaza cu to- 
pologiea convergentei uniforme. 
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_ _ Definiţia 4. Se numește sarcină pe R” orice funcţie œ: R” + K, con- 
tinuă, care este rapid descrescătoare la infinit. 
Deci, dacă w este o sarcină pe R", atunci oP, c Co(R”). 


Definiţia 5. O sarcină w pe R” se numește fundamentală dacă are în 
plus proprietatea că mulțimea «P, este densă în C,(R*). 

O a doua formă sub care se cunoaște problema lui Bernstein este ur- 
mătoarea : să se găsească condiţii necesare și suficiente pentru ca o sarcină 
pe R” să fie fundamentală. 


Propoziția 2. Dacă w este o sarcină fundamentală pe R", atunci w(x) #0 
pentru orice x e R”. 


Demonstrație. Fie x e R” astfel încît w(x) =0. 

Dacă notăm cu C3(R2) ={f e Co(R"); f(x) =0}, atunci C&(R”) este o 
submulțime închisă și proprie a lui Co(R"). Deoarece w(x) =0, rezultă că 
oP, S C&(R”), ceea ce contrazice faptul că wP, este densă în Co(R”). 

n continuare vom nota cu X, mulțimea sarcinilor fundamentale pe R”. 


Propoziția 3. Familia 2, are proprietăţile: 

1) Dacă wed, și AEK, A #0 atunci dw € D, 

2) Dacă w EX, si e” este o funcție continuă pe R" astfel încît 
0 < w" sw și w(x) #0 oricare ar fi x e R”, alunci o” € X,. 

Demonsiratie. Prima afirmatie este evidenta. Consideram aplicatia 


+> 


T:C,(R") > C,(R") definită astfel: 
o” 
T(J) = H: 


Li 


@ 


Din propoziţia 2 rezultă că T este bine definită. 
Observăm că T este liniară si continuă (|| Tfi < I/I). 
Deoarece wP, este densă în C,(R"), rezultă că T[ut!P,] = w"P,, este 
densă în 7|Co(R”)]. 
Pe de altă parte avem 
K(R") = T[R(R")] = T{C,(R")). 


Cum X(R") este dens în Co(R”), rezultă că T[C,(R")] este dens în 
C,(R") si cu aceasta propoziţia este demonstrată. 


Corolar. O functie continuă œ pe R" este sarcină fundamentală, 
dacă și numai dacă |w| este sarcină fundamentală. 


Propoziția 4. Fie w o funcție continuă pe R” nenegativd. Urmăloarele 
afirmații sînt echivalente : 

1) w este sarcină fundamentală, 

2) w este pondere fundamentală și w(x) > 0 pentru orice x e R". 


Demonstrație. Din propoziția 2 rezultă că dacă w este o sarcină fun- 
damentală pe R”, atunci w(x) > 0 oricare ar fi x e R". 

Considerăm aplicaţia o: Cog(R") — C,(R*) definită prin o(f) = fo. Deoa- 
rece în ambele afirmații avem (x) > 0 oricare ar fi x e R”, rezultă că o 
este un homeomorfism între aceste spaţii. Așadar P, este dens în Cw,(R*) 
dacă și numai dacă oP, este dens în C,(K"). 
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§ 2.6. Localizarea unui subspatiu de tip modul în cazul nemărginit 


Fie X un spaţiu Hausdorff complet regulat, fie of o subalgebra cu uni- 
tate a lui C(X, K), autoadjunctă dacă K = R si fie 7) un subspatiu al lui 
CV,(X) care este cf-modul (adică AW c W). 

Presupunem că A este o submulțime a lui of cu proprietatea că sub- 
algebra peste K generată de A şi 1 este densă în cf pentru topologia con- 
vergentei compacte pe C(X, K). Considerăm de asemenea o submulțime W 
a lui W cu proprietatea că of-submodulul generat de W este dens în W în to- 
pologia wp. Deoarece of-submodulul generat de W este egal cu spațiul liniar 
generat de mulțimea ÆW rezultă că vom avea 


W c Span (AW). 


În continuare in acest paragraf vom presupune că of, A, W si W sa- 
tisfac toate aceste condiții. © 


Definiția 1. Spunem că perechea (A, W) satisface condiția (N), daca 
pentru orice v € V, orice a, ...,a, EA si orice weW există m > n, 
O EQ, Și ani s dy EA astfel încît 


v(x) |w(x)| < w.a,(x), ..., a,(%), ..., @,(%)] oricare ar fi x e X. 


Reamintim ca Q,, reprezintă mulțimea ponderilor fundamentale pe R” 
(vezi $2.5). 


Lema 1. Dacă perechea (A, W) satisface condiția (N), atunci pentru 
Orice Ay, «5 An EA, orice w EW, orice v EV, orice a EC,(R") și orice e >0 
există wi e W astfel încît: 

v(x) |ala (x), ..., @,(%)jw(x) — w (x)| < e oricare ar fi xex. 


Demonstrație. Fie a,,...,€,€A, wEW, veV, «eG(R") si e >0. 
Deoarece perechea (A, W) satisface condiția (N), există m > n, o €Q,, Si 
lnii s dy EA astfel încît: 


v(x) |w(x)| < wia,(x), ..., @,(%), ..., a(2)] pentru orice x eX. 

Deoarece w este pondere fundamentală pe R” avem Pm € Cw (R”) 
și Pm este densă în Cw,(R”). Cum funcţia constantă 1 € Pm, rezultă că w se 
anulează la infinit si deci că C,(R”) c Cw (R”). Prin urmare orice funcţie 
din C,(R”) se poate aproxima cu un polinom din (, [in topologia spaţiului 
seminormat Cwo(R”)]. 

Definim az: R” — K astfel: 
(1) (ey, ceea Dao ees by) = a(t, ..., 24), pentru orice (bs e, bys ees Ay) E R". 

Deoarece « e C,(R”), există un polinom p’ € Pm, astfel încît 
(2) (ty, ees Eml OAL, ses Én) — Pl -s En) |< e, pentru orice (f, ..., fn) E R” 
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Dacă notăm acum cu a = p'(a,, «.., ans s Am) EA Și cu w = awe AWCW, 
atunci din (1) si (2) avem: 


a(x) a(x), ..., y(x)]wo(x) — w'(x)| = oala) lalala), «5 a9(x)] — ala)! < 
< ofa (a), e aa(2), oven alle (aula), e Oye oer aa) — 
e e a 

Cu aceasta lema este demonstrată. 


Teorema 1. Fie of, A, W și W ca în lema 1. Presupunem in plus că A 
este formată numai din funcții reale. Atunci W este localizabil în raport cu ci 
în CV)(X). 


Demonstraţie. Conform § 2.3, pentru a arăta că W este localizabil în 


“J 


raport cu of, trebuie să arătăm că 
TW > {f eCvV(X); fiAt)e WI A(x), (0) w EXD 


unde cu { A(x)},., am notat mulțimile de constanta (maximale) ale lui of. 
Fie deci f e CV,(X) cu proprietatea că pentru orice x e X, orice v eV 
si orice e >0, există w e W, astfel încît 


v(y)| f(y) — w(y)| < e oricare ar fi y e A(x). 

Deoarece Wc Span (AW) şi elementele din c£ sînt constante pe A(x), 
putem presupune că w e Span (W), adică w = = cw, unde we W si c 
sînt constante din K. Deci di 

fiA (x)e (Span W) | A(x). 


Fie of’ subalgebra lui C(X, K) formată din toate funcţiile de forma 
Afai, e, An), unde # > 1, ai, a EA si a €C,(R*). Evident Ace C,(X) 
si multimile de constantă ale lui of’ coincid cu cele ale lui of. 


Fie W’ mulțimea elementelor de forma. > a;jw,, unde n > 1, aj ect’ 


si ee e W. De fapt, W’ este cf’ -submodulul generat de W. Perechea 
(ot, W') satisface condiţiile teoremei 2.3.1. Rezultă că W’ este localizabil in 
raport cu of’ in CV,(X). 


Deoarece Span (W)cW", rezultă că f|A(x) e W'|A(x) oricare ar fi 


xex şi deoarece W’ este localizabil în raport cu of’, că feW#*. Prin urmare 
există ai, ...,@, cect! si w,,...,W, E W astfel încît: 


v(y) | f(y) -7> ai(y)w,(y) | <e, oricare ar fi ye X. 
Pentru orice 1 <7 < n, a; este de forma: aj = a(aj, ..., ai,), unde 
ie, k 21 si a e C,(R). 
Din lema 1 rezultă acum că există w; e W astfel încît 


v(9)| a(y)w,(y) — wi(y)| < =, oricare ar fi yeă. 
n 


57 


În continuare, avem: 


Hy) If) -Dwi (y)| < 209) 1409) -Da 


+ oy) È> lai(y)w(y) — wi(y)| < 2e- 
Aşadar fe W şi cu aceasta demonstrația este terminată. 
În teorema 1 s-a presupus că mulțimea A, care împreună cu funcția 
constantă 1 generează algebra of, este formată numai din funcții reale. 
Pentru a evita această condiție introducem următoarea definiție. 


Definiția 2. O pondere w pe R” se numește de modul descrescătoare, 
dacă pentru orice x, y e R” în situația |x| < |y| avem a(x) > (y). 


Menționăm că dacă x = (4%, ..., Xp) E€ R”, atunci am notat cu 
\xj=(|xil .--,|%,|) iar pe R” se consideră ordinea sasea, adică x< y dacă 
% SV pentru i = 1,2, ..,%, unde % = (Xis os La) SLY = (Yis ees Ya). 

Vom nota cu oa mulțimea tuturor ponderilor pe A ed pe R” 
de modul descrescătoare. 


Teorema 2. Fie A c C(X, K), autoadjuncia dacă K =C. Dacă pentru 


orice v EV, orice weW și orice ay,..., a, EA, există men, o € Qg 
ȘI Ansys s dm EA astfel încît: 
v(x)|w(*)| < ofla,(2)|, ..., aţă], --., lam(4)]], oricare ar fi x e X, 


atunci W este locahzabil în raport cu ot în CVa(Ă). 


Demonstraţie. Dacă K = R, atunci afirmaţia rezultă din teorema 1 
și din faptul că w este de modul descrescătoare. Fie K = C. Orice funcție 
a e A se scrie în mod unic sub forma a = aia”, unde a’ sia” sînt funcții 
reale. Notam cu A’ și cu A” mulțimile acestor funcții a' respectiv a". Deoa- 
rece of este autoadjunctă, mulțimea A’ U A” și funcţia constantă 1 gene- 
rează o subalgebra peste C, densă în of. Deoarece la'| < |a| si [a”| < |a| 
Și w este de modul descrescătoare, rezultă că perechea (A'U A", W) sa- 
tisface condiţia (N). Sint astfel îndeplinite condiţiile teoremei 1, de unde 
rezultă că W este localizabil în raport cu of in CVo(Ă). 

În continuare, vom nota I, mulțimea ponderilor Y pe R” (funcții 
superior semicontinue nenegative) care au proprietatea că y” e 0, oricare 
ar fi k >0. 

Dacă în definiția de mai sus luăm # = 1, rezultă că T, c Q,. 


Observatia 1. Dacă y" e Q, sil >h, atunci y' eQ, Într-adevăr, din 
1 e 0,, rezultă că y” se anulează la infinit. Așadar, vi este mărginită pe 


R” și la fel va fi si funcția y™*. 
Fie M > 0 astfel încît r(x)" < M pentru orice x e R”. Mai departe 
avem 


[ra] < M-a). 


Cum y* eQ, afirmaţia rezultă acum din propoziţia 2.5.1. 


58 


| Lema 2. Fie w’ și e” ponderi fundamentale pe R si w = w @ ow" de- 
finită astfel: 
(7, Xa) = a(x) o" (x) oricare ar fi xy, %. ER. 
Atunci œ este pondere fundamentală pe R?. 
Demonstrație. Prin ipoteză, mulțimea polinoamelor de o variabilă reală 
P, este conținută și densă în spațiile Coo(R) si Cowo(R). Rezultă 
că produsul tensorial P, ® P, este conținut și dens în produsul tensorial 


CoR) @ Cw (R). Dar P, 8 P, coincide cu mulțimea polinoamelor pe R?, 
adică cu mulțimea P}. 


Conform teoremei 1.3.1 produsul tensorial Cos(R) Q Cao(R) este dens 
în Coo(R2). Rezultă deci că P, este dens în Cw)(R?) adică w = w Q o” EQ. 


Observatia 2. Lema 2 admite următoarea generalizare imediată: 
o; EQ, (= 1,2,...,n), atunci w = 0,@... O a, €Q,. 


Teorema 3. Dacă A este formată numai din funcții reale și pentru 
orice v EV, orice AEA și orice w e W, există y eT, astfel încît: 


v(x)| w(x)| < y[a(x)], oricare ar fi xe X, 
atunci W este localizabil in raport cu ot în CV (X). 


Demonstratie. Vom arata ca in ipoteza data, perechea (A, W) satisface 
condiția (N) pentru m = n. Afirmația va rezulta atunci din teorema 1. 


Fie deci ve V, weW și ay., a, EA. 
Pentru orice 1 < ș < n, există y; €T,, astfel încît 
v(x)| w(x)| < y,[@,(x)], oricare ar fi x e X. 
Definim ô: R, > R astfel: 
Ber, ++) în) = Dra?) es Yalta) l!” 


Deoarece y; e T,, vom avea yj" e Q, si din lema 2 rezultă că ô e Q,. 
În continuare avem: 


v(x) w(x)| = {[o(x)| w(x) y < vi" [aa(2)] -o va" [@n(X)] = Sla (x), .., a, ()] 


oricare ar fi x e X, adică perechea (A, W) indeplineste condiția (N). 


În continuare vom nota cu Ii mulțimea ponderilor din T, de modul 
descrescătoare. 


Teorema 4. Dacă pentru orice v e V, orice w EW și orice a € A, există 
d r . 
y eli cu proprietatea: 


v(x)| w(x)| < y[la(x)|], oricare ar fi x EX, 


atunci W este localizabil in raport cu A in CV,(X). 


Demonstratia constă in reducerea teoremei 4 la teorema 3 așa cum 
s-a procedat în demonstraţia teoremei 2. 
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§ 2.7. Criterii practice de localizare 


În acest paragraf vom considera funcţii definite pe R cu valori in C. 
Deci cu P, notăm mulțimea polinoamelor definite pe R cu valori în C iar 
Cyo(R) = Cyo(R, C). 


Lema 1. Dacă y este o funcție superior semicontinud, nenegativă pe R, 
cu proprietatea că există B > 0 şi b > 0, astfel încît y(t) < Bee", pentru 
orice t e R, atunci y este o pondere fundamentală pe R. Mai precis y e T$. 


Demonstraţie. Observăm că oricare ar fi polinomul $ e P,, avem 
lim p(é)-y(d) = 0, 
t-> 00 
deoarece 


lim We?! = 0, (Y) meN). 


1— co 


Prin urmare, are loc incluziunea P, © Cy9(R), ceea ce înseamnă că y este 
rapid descrescătoare la infinit. 

Ramine să arătăm că P, este densă în Cy,(R). 

Pentru aceasta este suficient să arătăm că orice funcțională liniară. 
și continuă pe Cy)(R), care se anulează pe P}, se anulează si pe Cyo(R). (Con- 
form teoremei Hahn-Banach.) 

Fie L o funcţională liniară si continuă pe. Cy,(R). 

_ Pentru orice z = x + iy eC, considerăm următoarea funcție definită 
pe R cu valori in C: 


e,(t) = e, oricare ar fi te R. 
In continuare avem: 
(Dle = V(I te] = ye? < Beer, 
Rezultă că daca |y| < b, atunci jim y(4) |e,(é)| = 0, adică e, e Cy)(R), pentru 
orice z € S, unde 
S={z=x+iyeC; |y| <b} 

Definim f:S > C prin f(z) = L(e,). Vom arăta că f este o funcţie ana- 
litică pe S. 

Pentru orice z eC şi orice ¿e R avem: 


W 


1 
(1) re) = 27 


nao 7! 


y(t) (izt)”. 
Deoarece funcția g(t) = i" -e™ (t > 0, b > 0, ne N*) își atinge valoarea 


hd ce A n Se he 
maxima în ¿= 7i rezultă că: 


2 1". t e ak 
(2) e < (7 
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fn continuare avem: 


(3) 


% n 
‘ , siak Binz PES ee 
Pentru seria cu termeni pozitivi > aT dll aplicăm criteriul de 
n=1 Š 


convergență al lui Cauchy si obținem: 


' 1) n! |z] | 2| 
lim = li rl ZI iye liim Ai tel) e pi za La a Gr a 
n-> 00 Vu, isi 2 =e m n>o (a+ It + 1)! n” be j b 
Prin urmare dacă |z| < b seria (1) este uniform convergentă pentru teh. 


În continuare vom nota cu (4) = (iż)", pentru orice że R si orice 
m = 0, 1, 2... 
Deoarece lim mei! = 0, rezultă că 4, € Cyo(R). 


toa 
Faptul că seria (1) converge uniform în raport cu ¢ € R, înseamnă că 
1 
n A . . . . 
di 442” converge în topologia spaţiului seminormat Cyo(2). 


Așadar avem 


[» e] 
| 2 
e, = 20 ta?” dacă |z| < b. 


co 
1 s 
(4) e, = Cy "Cg Oa (2 — c)” dacă |z—c|<b, 
Menţionăm că deoarece c e R, e, este mărginită pe R și atunci 
£E CYo( R). 
Cum L este o funcțională liniară si continuă pe Cy,(R), iar conver- 
genta serici (4) are loc în topologia spațiului Cyọ(R), vom avea în continuare: 


(5) fle) = Lle) = Dy Llen) e — o. 


Relaţia (5) ne arată că f este analitică pe R. 
Mai mult, din (5) rezultă 


(6) f(e) = Letta) (ce R, 1 =0,1,...). 


Dacă presupunem acum că L se anulează pe Pj, atunci din (6) rezultă 
a f™(0) = 0 oricare ar fi n = 0, 1.... 

Cum f este analitică pe S si R < S rezultă că f se anulează pe R. Așadar 
L(e,) = 0 oricare ar fi x ER. 

Fie of spațiul liniar generat de funcţiile {¢,} cînd x parcurge R. Este 
clar că A c C,(R, C)  Cy(R, C), of este algebră, conţine funcția constantă 1 
și separă punctele lui R. Din corolarul 2.4.3 rezultă că of este densă în 
“Cyo(R, C). Deoarece L se anulează pe of, rezultă acum că L se anulează pe 
Cyo(R) si cu aceasta lema este demonstrată. 
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Din demonstraţie se vede că oricare ar fi h > 0, y” este pondere fun- 
damentala pe R si evident este de modul descrescătoare. Aşadar, y e I?. 

Fie of, A, W și W ca in §2.6. Are loc următoarea teoremă, cunoscută 
sub numele de criteriul analitic de localizare: 


Teorema 1. Dacă pentru orice v e V, orice ae A și orice w e W, există 
B > 0 și b > 0 astfel încît: 


u(x)|w(x)| < Beer pentru orice x eX, 
atunci W este localizabil în raport cu of in CVo(ă). 


Demonstraţie. Demonstrația rezultă imediat din lema 1 și teorema 2.6.4 
dacă luăm 


y(t) = Be’ pentru teh. 


Fie f:1 + C o funcţie indefinit derivabilă, unde J este un interval de- 
schis inclus în R, depinzind de f. Vom nota cu C* mulțimea acestor funcții. 
Dacă {M,}= (My, M,,....) este un sir de numere strict pozitive, atunci 
cu CM, 3 se notează mulțimea funcțiilor feC* care au proprietatea că pen- 
tru orice mulțime compactă K c I, există B > 0 si b > 0, astfel încît: 


[f(«)| < B-b"-M,, pentru orice x e K gi orice n EN. 


Definiția 1. O clasă C{M,} se numește cvasianaliticd, dacă are pro- 
prietatea următoare: 


f=0 pe J, dacă există del astfel încît f(a) =0 pentru orice n =0, 1, 2, 
În continuare vom admite următorul rezultat: 
Teorema 2. (Denjoy-Carleman). Fie {M,} un șir de numere strict po- 
zitive si fie: 
u, = inf (VM: k =n, n+ 1,...$, pentru n =1, 2, ... 


Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 
1) ae } este cvasianalitica, 


2) iat, 


n=l 


Pentru demonstratie recomandăm [62.. 


Corolarul 1. Dacă 


atunci C{M,} este cvasianalitica. 


Demonstrație. Deoarece u, < < YM,, rezultă că > » adică seria 


pir. 
ao 
>> — este divergentă. Din teorema 2 rezultă acum că C{M,} este cvasi- 


n=1 


analitică. 
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Corolarul 2. Clasa C{n!} este cvasianalitică. 


n = als 
Demonstraţie. Deoarece lim -= = e, rezultă că există 1 >0 astfel 
n> Tut 
hse n Ea 
încît YT > à. Mai departe avem: 
n! 
| 2 1 
= — >) 
jn! ” an 


de unde rezultă că 


este divergentă. 


e, 1 


Lema 2. Frie >, a, O serie cu termeni pozitivi care are proprietatea ca 


n=l 


există o > 0, astfel încît 


(ps < oa, peniru orice n > |. 
Le să 00 


Dacă seria x a, este divergentă, atunct și seria 2 dup este divergentă, pentru 
n=l 
orice p= 1,2, ... 


Demonstraţie. Au loc inegalitatile: 


_Sumind ambii termeni ai acestor inegalităţi obținem: 


(ap + Anpi + + Aaptp-1 < (1 + a+ 6. + 6? )a,». 


Sumînd acum după + vom avea: 


[e ai «e 


Qo <(l+o+.. +677) È ap 


n=1 


de unde rezultă că seria J` a, este divergentă. 


n=l 


Lema 3. Fie y o funcție superior semicontinuă și nenegativă pe R, ast- 
fel încât 


Sao + oo, unde M, = sup { y(i]; te R} 
= TM, 


peniru n = 0,1,2.. 
Atunci y este o o podere fundamentala pe R. Mai precis yere 


Demonstraţie. Să. observăm mai întîi că dacă există  € N, astfel încît 
M,=0, atunci y(é)=0 pentru orice ¢ 4 0. Rezultă că suportul ponderii y 
este o mulțime compactă în acest caz si deci că y este pondere fundamen- 
tală conform observației 2.5.2. i 

Rămîne să analizăm cazul cînd M, > 0 pentru orice n = 0, 1, 2,.... 


-i . ee de a 
Deoarece seria }\z—= este divergentă, rezultă că există o infinitate 


A : nal YM, 
de valori ale lui » pentru care M, < +0. 
Pe de altă parte, să observăm că dacă M, < +œ, atunci M, < +% 
pentru orice p < n. Aceasta rezultă din următoarea egalitate care are loc 
în afara oricărui compact care nu conţine pe 0: 


YO |e). 


(HP = 
(41| o> | 


Din cele de mai sus deducem că M, < + pentru orice n. Deoarece 
avem 


[2] Ly (2) l] = (Alei < + oo, pentru orice te R, 
rezulta ca 
lim y(i] = 0 
l-> 


și deci că y este rapid descrescătoare la co. Folosind din nou notatiile din 
demonstrația lemei 1 avem e, €C,(R, C) c Cyo(R) si 4, € Cy.(R). Dacă L 
este o funcțională liniară si continuă pe Cyo(R), atunci definim f: R — C 
prin: f(x) = L(e,). 

În continuare vom arăta că f este indefinit derivabilă pe R și că: 


(1) Jla = Lesu), (aeR, neN). 


Dacă n = 0 egalitatea (1) este evident adevărată. Presupunind că (1) 
este adevărată pentru n, urmează să o verificăm pentru n + 1. 


Dacă h eR şi k 40, atunci avem: 
{a + h) — fora) _ L(€a4n* Un) a L (qty) =T me ad 3 


2 
(2) h h h 


Din formula lui Taylor pentru o funcţie g: R + C, deducem 


4 Lă h2 n 
le(h) — g(0)— 4: g'(0)| < 2 „SUB lg"(2)|. 
x e [0, 4) 


Aplicăm această inegalitate funcției g(x) = e!*, unde ¢ e R este fixat 
și obținem: 


jel! — 1 — it} < Sid . 
2 
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Mai departe avem: 
ihe __ 
y) elat (<< — i = 
(A 


2 
<v) he |e] = = Popa, < ewe 


ihe 


ee? |< 


h Mes, 


Așadar, pentru orice że R avem: 
+(t) (ab u(t) — ealt) tnst) | < A Mae, 
h 2 
Cum Musa < +œ rezultă că în raport cu topologia spaţiului Cyo(R) 


avem. 


(3) e lim 


h>0 h 


Din (2) si (3) deducem ca: 
EEO ices) 


cue 


e, — l)e 
Nei 3 =O as: 


şi deci că formula (1) este adevărată si cita n+l. 
Deoarece L este liniară si continuă pe Cy o(R), din (1) deducem: 


FO(@) | = |L (64tta)| < ILI lea ll = 
= HEI sup y@lea()l < WLM, (2 = 0, I, -..) 


Prin urmare feC{ M,}. Pe de altă parte din corolarul 1 rezultă ca 
Ci M,) este cvasianalitica. 


Dacă L se anulează pe P,, atunci din (1) rezultă că f™(0)=0, pentru 
orice 7 = 0, 1, 2.... Deoarece f este cvasianalitică, rezultă că / este identic 
zero pe R. Așadar, am arătat că L(e,) = 0 oricare ar fi x e R. Mai departe, 
ca și în lema 1, rezultă că L se anulează pe of = Span{e,; xe R}. Cum of 
este o algebră densă. în Cyo(R), rezultă că L se anulează pe Cyp(R). 

Din teorema Hahn-Banach rezultă acum că P, este densă în Cyo(R). 
Am demonstrat deci că y este o pondere fundamentala pe R. Pentru a arata 
că y e T, trebuie să arătăm că y” este pondere fundamentală pe R, oricare 
ar fi h > 0. Conform primei parti a demonstrației, este suficient să arătăm 


că oricare ar fi k > 0 fixat, seria 


D este divergentă, unde 
nol ÎN a(h) | l 


Na(H) = sup (EvO. 
Să observăm mai întîi că dacă seria este divergentă şi | 
DIR 


co 


l >h, atunci și seria este divergentă. 


2; ÎN) 
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Într-adevăr, cum y este mărginită pe R, atunci și >!” este mărginită 


pe R. Dacă [y(é)}'* < b, oricare ar fi £ e R, atunci vom avea 
N.) < ON, (A). 


Din această observaţie rezultă acum că este suficient să arătăm ca 


co 4 : 1 
seria Sete ee este divergentă pentru k=— > unde $ = 1,2, 3,... 


ZN. 
Aşadar, problema revine acum la a arăta că seria 


> = 7 
= PN) | = VM, 
este divergenta. 
Pentru aceasta vom folosi lema 2. Deoarece y este mărginită pe R, 


rezultă că există o > 0, astfel încît [y(é)]* < o, oricare ar fi te R și gricare 
ar fi à €(0, 1). 
In particular vom avea orice n e N*, 
A a 
(4) EvA < oiy. 
Ridicînd ambii membri ai inegalitatii (4) la puterea n(n + 1) obținem: 
APH < oyn, l 
de unde rezultă 


(5) Mitt < o"t. Miye 
În continuare obținem 
(6) TM, < "(Mi d 


Prin urmare sînt îndeplinite condițiile din lema 2, deoarece din (6) 
rezultă 


1 1 1 


6% ae Ss 
"Man o PM n 
= 1 
Rezultă acum că seria —— este divergentă si cu aceasta demon- 
at, 


stratia este terminată. 


Fie of, A, W şi W ca în $2.6. Următoarea teoremă poartă numele de 
criteriul cvasianalitic de localizare. 


Teorema 3. Dacă pentru orice v e V, orice ae A și orice w EW, seria 


[+ oi 
p> 2 este divergentă, unde 
7M, 


n=1 3 
M, = sup {v(x)|a"(x}w(x)|; x eX}, (n = 0, 1, 2, ...), 
atunci W) este localizabil în raport cu oA in CV,(X). 
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Demonstrație. Definim y pe R astfel: 


y(t) = inf ora E dacă /eR si t £0. 


neN |2"| 


Dacă există n e N așa ca M, = 0, atunci punem +(0)=0. In caz 
contrar punem 


(0) = = sup {v(x)|w(x)|; *« eX}. 


Evident y > 0 și y este superior semicontinuă, fiind un infimum de 
functii continue. 


Din definiția lui y rezultă: 
sup { y(i]; te R} < M, pentru n = 0, 1,2,. 


Din lema 3 avem acum că y e I’, si cum este evident de modul des- 
crescătoare, rezultă că y e T}. Din definiţia lui M, rezultă 


v(x)|a"(x)w(x)| < M, pentru orice n.= 0, 1, 2,.... 
Tinind din nou seama de definiția lui y obținem 
| u(x)|w(x)| < y[la(x)|] oricare ar fi x e X. 


Sint îndeplinite condițiile teoremei 2.6.4, de unde rezultă că W este 
localizabii în raport cu of în CV,(X). 


$ 2.8. Un exemplu de pondere pe R, rapid descrescătoare la infinit, 
care nu este fundamentală 


Definiţia 1. Fie Z mulțimea numerelor întregi și fie (2, ez un șir de 
numere complexe. Spunem că șirul 12 heeg este rapid descrescător, dacă 
șirul. {k"z, ez este mărginit pentru orice n EN. 

_ Observaţia 1. Dacă șirul {z,},ez este rapid descrescător, atunci seria 
>> kre, este absolut convergentă pentru orice n EN. 
kez 

Într-adevăr, din definiție rezultă că şirul {k"*?z,},<2 este mărginit. 
Dacă M > 0 are proprietatea că pentru orice k eZ, |k"*2z,| < M, atunci 
ROZ, Pere 7 și afirmația rezultă acum din faptul că seria Do este 


kez 
convergentă. 


Lema 1. Există un șir de numere reale {ar}rez, rapid descrescător, 
asifel încît a, #0 pentru cel putin un indice k gt 


>> ka, = 0 pentru orice neN 


kez 


6T 


Demonstrație. Fie funcția g: R + R, definită astfel: 


el? dacă x>0, 


xXx) = 
e(a) 0 daca x < 0. 


Despre această funcție, considerată pentru prima dată de Cauchy, 
se ştie că este infinit derivabilă pe R si g(0) = 0 pentru orice n e€ N. 

Pentru orice x e[0, 1], definim h(x) = g(x)g(1 — x). Deoarece h(0) = 
= h(1), putem prelungi funcţia / la o funcţie f pe R, periodică de perioadă 1. 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe R, este periodică de perioadă 1, 
f#0 si f(0) =0 pentru orice n EN. 

Seria Fourier atasata functiei f este data de 


() Dem, 
keZ 
iar coeficienții Fourier sînt dați de 
1 
(2) I= | flx? dx. 
«0 
Dacă în formula (2) integrăm de » ori prin parti, otținen 
| 1 
(3) (2nik)"2, =| facere dy, 
o 
Fie 


= supį{|/™(x)|; x e 0, 1]}. 
În continuare avem: 
1 
(2rk)|z| = |(2nik)"z,| = \\ JP(xje 7" dx | < o4( Jer] dy = ay. 


0 0 
Deci 


leza] < = -oricare ar fikeZ și neZ 


1 


de unde rezultă că şirul {2,},<2 este rapid descrescător la infinit. 
Ținînd seama de observaţia 1 rezultă. că seria 


(4) >> (2zihk)* + 2,627 4 


keZ 


este uniform convergentă pe R, pentru orice n €N. 


Seria (4) este însă seria Fourier atașată funcţiei f” și deoarece este 
uniform convergentă, rezultă egalitatea: 


(5) fx) = 2 (2rik)” -zp e7", pentru orice x e R și orice n EN. 
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În particular pentru + = 0 avem 
fe) = Do er. 
REZ 


Cum f # 0, rezultă că există cel putin un coeficient z, 40. 
Dacă în (5) luăm x = 0 obținem 
(6) >» k*z, = 0 pentru orice n eN 
kez 
și cu aceasta lema este demonstrată. 


Dacă 2, = *, +14, pentru orice k, atunci ambele șiruri Í % bez și 
i Í Ve brez satisfac proprietățile din lemă. : 


Un exemplu de pondere rapid descrescătoare la infinit care nu este 
fundamentală se construiește acum astfel. 


Fie (a;hez un sir de numere reale ca în lema 1. 
Definim w: R -» R, astfel: 


Dacă x = k eZ, atunci w(k) = “EA , lar dacă xgZ, atunci w(x) = 0. 
Evident w > 0 și este superior semicontinuă. Deoarece şirul { 4%. ar ez 
este mărginit, pentru orice n € N, rezultă că și șirul {k*|a,|”? } este măr- 
ginit pentru orice n e N. De aici rezultă că pentru orice polinom peP, 
avem. 


lim p(h)eo(k) = lim (kīa = 0. 


R-> co 


Așadar w este rapid crescătoare la infinit. Vom arăta acum că w nu este 
fundamentală. 


Fie L:Cw(R) > R definită astfel: 
= dy a,“ f(k), oricare ar fi fe Cw(R). 
Evident L este liniară. Avem de asemenea: 
LU) = |È af] < Zalau fl) = 
= Py Wael olh < (sup of) Èy Via 


Cum șirul {|a,|/2} este rapid descrescător, rezultă că seria fa,2/2| 
kez 
este convergentă. Fie 


a = 3 Vla. 
kez 


Așadar avem |L( J )| < @||f-@]| ceea ce ne arată că functionala L este con- 
tinuă pe Cap( 

Fie ky EZ astfel încît ax, # 0. Putem construi o funcție e continuă 
pe R, cu suport compact, astfel încît (ko) = 1 şi o(k) = 0 point k # ho. 
Rezultă că L(e) 4 0. Prin urmare, functionala L nu este identic nulă pe 
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X(R) si deoarece K(R) = Cw o(R), rezultă ca L nu este identic nulă pe Cw(R). 
Pe de altă parte L(p) = 0 pentru orice polinom pe P, Rezultă că P, nu 
este densă in Cw (R) si deci că ponderea œ nu este fundamentală. 

În acest exemplu, ponderea œ nu este continuă si nici strict pozitivă- 
În cele ce urmează vom arăta că există sarcini descrescătoare la infinit care 
nu sînt fundamentale (vezi $2.5). 

Fie w ponderea construită în exemplul de mai sus. Să observăm că 
putem presupune că w(k) > 0 pentru orice keZ. Într-adevăr, dacă w se 
anulează în anumite puncte din Z, vom înlocui funcţia w prin funcţia w’: RoR, 
definită astfel œ (k) = w(k)-+e"'*' pentru orice keZ și w’(x) = 0 pentru orice 
keRNZ. Este clar că w' este rapid descrescătoare la infinit si superior se- 
micontinuă. Deoarece w nu este pondere fundamentală și w’ > œ rezultă 
că nici œ nu este fundamentală. Construim acum o funcţie œ” continuă 
pe R astfel: 


w(x) = o'(k) + (x — Blo'(k + 1) — o’ (k) 


pentru orice x €[k,k + 1] si orice k eZ. 
Avem 


0"(k) = w'(k), o'(k + 1) =o (k + 1), w(x) > 0 pentru orice xe R 


Și 
w(x) < max [o'(k), o'(k + 1)] pentru orice xe[k, k + 1]. 


Să observăm că pentru orice x > 0, x"w"(x) este mărginită. 
Dacă x e[0, 1], atunci 


x"w”(x) < w"(x) < max [o(0), a(1)]. 
Dacă x e[k, + 1], unde k > 1, atunci k + 1 < 2k si avem 
xo" (x) < (k + 1)"w"(x) < (k + 1)" max [w’(k), o'(k + 1)] = 
= max ((£+1)-o'"(k), (k+1)” -o (k+1)] < max [2"k"o" (k), (R+1)"-0'(R+1)]. 


În mod asemănător se arată că x”-w”(x) este mărginită pentru x < 0. 
Rezultă că &” este rapid descrescătoare la infinit. Deoarece w” > w’ si w’ 
nu este fundamentală, rezultă că w” nu este fundamentală. 

Observatia 2. Fie w o pondere pe R, rapid descrescătoare la infinit. 
Atunci ,CCw,(R). Dacă punem cof = P,, atunci ot este o algebră auto- 
adjunctă, care conține constantele si separă punctele lui X. Considerind ca 
subspatiu în Cw (R) pe W =P, atunci AAA). În aceste condiţii a spune 
că W este localizabil în raport cu of, revine la a spune că P, este densă în 
Coe(.R) (vezi observația 2.3.1). Prin urmare W este localizabil în raport cu of 
dacă si numai dacă ponderea w este fundamentală. Rezultă că exemplele 
considerate în acest paragraf sînt totodată exemple de subspatii de tip modul 
care nu sînt localizabile. 
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§ 2.9. Teorema lui Mergelyan 


Fic w o funcție superior semicontinuă si nenegativă pe R si fie 


B = Pı N Da = {2 EFA: Ilkllo < 1}. 


Reamintim că 


llŻile = sup {1P(x)|a(x); x € Ry. 


Pentru erie număr complex z= x + iy, vom nota cu 
(1) M.,(z) = sup {| A(x) + ip(y)|; p € B}. 


Lema 1. Dacă există zeC cu Im(z) #.0, astfel încît Mo a= + 00, 
atunci w este rapid descrescătoare la infinit. 


Demonstraţie. Fie E = P, NCw,(R) = {pEP,; pw este mărginită pe R}. 

Lema va fi demonstrată dacă vom arăta ca & = P, pentru că atunci 
vom avea P, c Cw,(R) si aceasta înseamnă că w este rapid descrescătoare 
la infinit (vezi definiția 2.5.2). a analiza următoarele situaţii: 

1) Seminorma 2 > ||f||a: & > R, nu este norma, 

2) Seminorma $ > ||Alla: i > R, este norma. 

În prima situaţie, există p e & astfel încît {|p||. = 0 si p nu este iden- 
tic zero. Rezultă că w(x) 3 0 eventual pentru acele valori ale lui x pentru 
care p(x) = 0. Atunci, suportul lui w este format dintr-un număr finit de 
puncte, deci P, = &. În a doua situație, vom arăta ca & este infinit dimen- 
sional. Într-adevăr, să presupunem prin absurd că dim =m < +o. 

Să observăm că dacă ~ e, este un polinom de gradul z și notăm cu 
Gn(x) = x”, atunci 9, E€ £. Pe de altă parte este or că dacă k < n și In E, 
atunci si d, € e 6. Rezultă că polinoamele { go, Qi, ++, Qm-1} formează o bază în &. 

Dacă p = ago + 4191 + ci: + am-14m-1 este un polinom oarecare din &, 
atunci notăm cu ¥,(f) = a pentru orice k = 0, 1, ...,m — 1. Deoarece B 
este o submulțime mărginită si închisă a spațiului finit dimensional £, re- 
zultă că B este o mulțime compactă. Aplicațiile ~,:& — R fiind evident 
continue, rezultă că ,(B) este o submulțime compactă de numere reale. 
Prin urmare există « > 0, astfel încît |b,()| < «, pentru orice peB si 
orice k = 0, 1, 2,...,m —1. 

În continuare avem pentru orice z eC si orice p e B 


m—1 


|p(z)| = t(x + iy)| < ao Ha 


de unde rezultă ca Mu (z) < +œ, ceea ce este absurd. 
Rezultă că dim & = +00 si deci că = Py. 
În continuare vom considera pentru orice ze D = {z e Cc; Imz # 0}, 


(te R) si vom nota cu B 


funcţia g,: R => C definită prin: &l) =- l 


algebra complexă generată de g, şi £,. Deoarece g, și Z, se anulează la in- 
finit, rezultă că B c C,(R). 


7A 


Observatia 1. Algebra B este densă in C,(R): Într-adevăr, dacă în teo- 
rema 2.3.1 considerăm X = R, V={l} si A= W=@BCCV,(R) = (R), 
atunci B este localizabila, deoafece orice funcție care se anulează la infinit 
este mărginită pe R. Cum @ este autoadjuncta, separă punctele lui R si 
g(t) #0, pentru orice te R, rezultă că B este densă in C,(R) (vezi obser- 
vatia 2.3.1). . 

Observajia 2. Dacă ponderea w este mărginită pe R, atunci algebra B 
este densă în Cw (QR). 

Într-adevăr, dacă w este mărginită pe R, avem C,(R) < Cu,(R). Pe 
de altă parte, stim că spaţiul funcțiilor continue cu suport compact X(R) 
este dens în Ca,(R). Cum X(R)CCo(R), rezultă că Co(R) si deci B este den- 
să în Cwo(R). 

Lema 2. Dacă ponderea w se anulează la infinit și există ze D astfel 
încît g, EP, atunci BCP. 


Demonstraţie. Este suficient să arătăm ca pentru orice n si m eN, 
avem g"-g™e(P,. Cu P, am notat închiderea algebrei P, în topologia spa- 
tiului seminormat Cw (R). Pentru început vom arăta, folosind metoda in- 
ductiei complete, că g? P, c P 

Pentu 4 = 0 afirmația este evidentă. Presupunem proprietatea adevă- 
rată pentru 7 și urmează să o demonstrăm pentru » + 1. 

Să observăm că dacă p eP, și q = g[p — p(2)], atunci q e P. De- 
oarece gp — p(2)] = g%-q şi "ge Pı, din ipoteza de inducție rezultă că 


gi — plz)] e P.. . A ; : aS At N E 
: Pe de altă parte, folosind din nou ipoteza de inducție si observind că 
g, este marginita pe R, avem: 
g = ee, ERP, c EP c Pr 
În continuare rezultă: 
stl p = gp — p(2)] + 8t- ple) eP, + Pic Py. 
Așadar, g"P, € P, pentru orice n eN. 
Cum algebra P, este evident autoadjunctă, rezultă acum că 


(2,)" = ze P,. În sfîrșit, avem: g%(Z,)" eg", c P, si cu aceasta lema 
este demonstrată. 
w(t) 


1+1] 


Teorema 1. Condiţia necesară și suficientă ca ponderea w pe R să fie 
fundamentală, este să existe z eD astfel încît Mue(2) = +0. 


În cele ce urmează vom folosi notația: w*(t) = pentru orice te R. 


Demonstrație. Necesitatea. Deoarece P, = Col R), rezultă că w este 
mărginită pe R şi deci că g, e Cw,(R), pentru orice z e€ D. 
Fie s>0 si pe, astfel încît || g, —pllo <e și fie 


q = tfi — £): unde c = inf { (1 + ||) lge()|} > 0. 
8z te 
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In continuare avem: 


ilglloe = sup {1 9(4)|w* (4) } = 


== sup (It — palet) UN < sap ALEID A e ui 
e tek | let) a : [¢|) teR e lge(4)| (1 + 11) 
Tinind seama de definiția lui Mo+(2), rezultă că |g(2)| < Mus(z). Pe de 
altă parte avem |g(2)| = £ și cum ¢>0 a fost arbitrar, rezultă că 
€ 
Mas(2z) = + oo. 


Suficienţa. Fie z e D astfel încît M...(z) = + œ. 
Din lema 1 rezultă că (1+42)P,cP,cCos(R) şi deci că 
Pı € Ca,(R). Fie ge P, cu g(2) 40 și |lgllu, < 1. Dacă notăm acum cu 
p = — e (a — q(e)), atunci peP, si g, p =EL. 
q(2) q(z) 


În continuare avem: 
lg — Pllo = sup a) le: — 20) = 
(1 + tg) la(f)lo*(2) Pane (1 + 141) alle | 


= sup 


rek 146) ek lt—z] lgl) 
Deoarece ||glloe <1 si funcția r este mărginită, rezultă că există 
x > 0 astfel încît 
(1) lige — Pllo < ——- 
| la(z)| 


Fie e >0. Cum Mad(z) = +00 = supla): ge P, cu Ilgllo < 1}, 
putem presupune în (1) că |g(z)| > a/e, de unde rezultă acum ca ||g, — Pil <e 
şi deci că g,e Pı Din lema 2 avem că B c Pı. Deoarece w este mărginită 
pe R, rezultă că B si deci P, este densă în Cw,(R) (vezi observația 2). Aşadar; 
ponderea & este fundamentală pe R și cu aceasta teorema este demonstrată. 

Observaţia 3. Din demonstrația teoremei se observă că dacă « este 
pondere fundamentală, atunci Mu+(z) = +0 pentru orice z e D. 


. o. Wu... 


§ 2.10. O caracterizare a cvasianaliticitatii cu ajutorul 
ponderilor fundamentale 


În acest paragraf vom arăta că mulțimea C{M,} este cvasianalitică, 
dacă și numai dacă, o anumită pondere pe R este fundamentală. Notatiile 
și definițiile pe care le folosim sînt cele din § 2.8. 

Dacă { M,} este un șir de numere strict pens vom nota pentru orice 
te R cu yyl) = inf {M,/|t|"; n = 0, 1,2,. 


Observajia 1. Funcția ys, este o pondere rapid E PRI la infinit. 
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Este evident că yx este o funcţie nenegativă si superior semicontinua. 
Pe de altă parte, pentru orice m e N*, există n > m, astfel încît avem: 


M, M, 
I ra (0) < |2"|—*= 


el. ee 
Rezultă că lim |f"|y,,(¢) = 0 si deci că P, e C(yy)o(R). 
1<-0 


Observatia 2. Dacă lim sup M, < + oo, atunci Ym este pondere fun- 
damentala. 

Într-adevăr, dacă notăm cu L = lim sup ȚM,, atunci există un rang 
ne N*, astfel încît ȚM, < L + 1 pentru orice n > mp. Pentru || >L +1 
vom avea 


yu(é) = inf ae n eM < inf are it en] = 0. 
Rezultă că suportul lui yy este compact și deci că ponderea y, este. 
fundamentală, conform observației 2.5.2. 
Observatia 3. Fie a,beR, a#0 şi fie o: R —C definită prin 
c(t) = at + b. Pentru orice funcție f: R >C, definim T(f)= foo. Este 
uşor de observat că avem 


T{X(R)} = RR) şi T{P1} = Pı 


Mai mult, dacă w este o pondere pe R, atunci restrictia lui T la Ca (R) 
este o izometrie de la Co(R) pe Ciwa (R). Rezultă că w este pondere fun- 
damentală, dacă și numai dacă wo este pondere fundamentală. 

De asemenea, se observă imediat că dacă feC{M,}, atunci 


fea eC(M,). 


Teorema 1. Condiţia necesară și suficientă ca mulțimea C{M,} să fie 
cvasianaliticad este ca ponderea yy, să fie fundamenială. 


Demonstraţie. Necesitatea. Fie L o funcţională liniară si continuă pe 
Ciya (R), care se anulează pe mulțimea polinoamelor @,. Dacă vom arăta ca 
L este identic zero, va rezulta (din teorema Hahn-Banach) ca P, este densă în 
Crys), (R). Fie exe C,(R, C) e Ciya (R) definit prin e,(¢) = e"? pentru orice 
te R şi x eR și fie f(x) = L(e,). Urmind exact demonstrația din lema 2.7.3, 
rezultă că fe C{M,}si ca f™(0) = 0 pentru n e N. Deoarece clasa C{ M,} 
este cvasianalitică, rezultă că f = 0 si deci că L se anulează pe algebra gene- 
rată de {e,; x e R}. Cum această algebră este densă în Cy,)(R), rezultă 
că L se anulează pe Ciy,),(R). 

Suficienta. Presupunem prin absurd că mulțimea C(M,! nu este cva- 
sianalitică. Atunci există f e C(M,! şi x) e R astfel încît f(x) = 0 pentru 
orice n EN si f nu este identic nulă pe R. Tinind seama de observaţia 3, 
putem presupune că x = 0 si f nu este identic nulă pe [0, + oo]. 

Fie D={*x+iyeC; y<0} şi Di=(x+iyeCl; y< —1}. 

Definim F: Da > C astfel: 


(1) Baja ( fedi, (Y) z € Dp. 


+0 
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Integrind prin parti obtinem: 


l a tza 
Fe) = LO erg + (pe at 
—iz ify 
Deoarece f €C{M}, rezultă că există C >0 și c>0 astfel încît: 
(2) eA] < C-c"M,, pentru orice te R gi orice n eN. 
În particular, avem |f(£)| < C- Mo. 
Tinind seama că y = Im (2) < 0 rezultă mii departe 
JO gus 


—% 


r yt = yt 


to |z| t> Iz] 


lim 


t-> 


Pe de altă parte, deoarece f™(0)=0 pentru # = 0,1,2... vom avea 
F(z) = H pipe dt. 
12 «0 


Integrind în continuare prin parti obținem: 


(3) 2"F(2) = (i fot) eM dt (eeD,neN). 
0 
Din (2) + (3) rezulta: 
l2"|IF(2)| < Cot My |e dt = Coen Me. 
0 =, 
Prin urmare, pentru orice z e D,, vom avea 
(4) [F(z)| < Ce” Matz". 


Deoarece F este o funcție olomorfă, care nu este identic zero în do- 
meniul D,, atunci F nu este identic zero nici în domeniul D,. Prin urmare 
există z, € D, astfel încît F(z) #0. ` 


Considerăm ponderea w: R — R, definită astfel: 


FOET | t 
(5) of) = Fe — j L. 
[2 — il 
Atunci, conform definiției din 2.9, avem 
| w*(t) = IEE i) : 
[é— 1] 


i Fie p eP, cu proprietatea că |[Dllae < 1 și fie G: D, — C definită 
astfel: 


Gle) = ple + i) FO 


z 


Funcţia G este olomorfă în domeniul D, si continuă pe D,. 
Pe frontiera domeniului D, avem: 
z F(t—i 

e= = pi EE 
je =] 

Din (4) rezultă că funcția G este mărginită și în interiorul domeniului D,. 


Din teorema maximului modulului, rezultă că |G(z)| < 1 pentru orice z eD.. 
În particular, vom avea |G(z,)| < 1, de unde rezultă că 


= |p)\o*() < 1. 


plz + i)| < — < +0 
F(a)! 
și deci ca 
Molz + i) < +0. 


Din observația 2.9.3 rezultă că ponderea œ nu este fundamentală. 
Tinind din nou seama de (4) si de faptul că 


Ae el < 72. 
\¢— il 


avem mai departe: 
ia 


? 


w(t) < Ce- -Ma [21i — ip" < ţ2-C-M, 


pentru orice że R și orice n EN. 
Prin urmare avem: 


w(t) < N2- Cru ($) pentu orice te R. 


Din observația 3 si propoziția 2.5.1, rezultă acum că y, nu este o pondere 
fundamentală şi cu aceasta teorema este demonstrată. 

Lema 1. Fie {M,} un sir de numere strict pozitive, fixat și fie w(t) = 
= (1 + |ż|)Yu(t) pentru orice t e R. Condiţia necesară și suficientă pentru ca w 
să fie fundamentală, este ca yy Să fie fundamentală. 


Demonstraţie. Deoarece yy < w, rezultă că dacă w este fundamentală, 


atunci si yy este fundamentală. 
Să presupunem acum că y,, este fundamentală. Din teorema 1 rezultă 


că mulțimea C{M,} este cvasianalitică. 
Dacă notăm pentru orice n e N cu Ma = Masa, atunci pentru ¢ Æ 0 


avem: 


' M, 
ya (Ðt = inf a ne N| > Tall) 


Și deci 
[2] Yul < Yu(t) pentru orice ze R. 
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Pe de altă parte, se observă imediat că pentru |/| < 1, avem: 
(t 
Yali) < ae(0) < alo) 28. 
Yor(1) 
Daca |t] > 1, atunci Yul) < ltl yar(4) < varf). 
Așadar, există o constantă C > 0, astfel încît 


w(t) = (1 + [e))yu(4) < Cyy,(é) pentru orice ze R. 


Cum C{M,} este cvasianalitică, rezultă că si C(M,) este cvasianali- 
tică și deci că yẹ este fundamentală. 
Din propoziția 2.5.1 rezultă că w este fundamentală. 
În continuare vom nota pentru orice te R cu 
pn 
Tse(£) a sup (ir 


n 


, nem), 


Teorema 2. Condiţia necesară si suficientă pentru ca C{M,} să fie cva- 
sianaliticd, este să existe un număr complex z cu Imz #0 și un șir de poli- 
noame {p,}, astfel încît |p,| < Ty, pentru orice n și lim p,(z) = +00. 

n> 


| Demonstraţie. Fie w(t) = (1 + |¢|)ya(¢). Din teorema 1 si lema 1 rezultă 
că mulțimea C{M,} este cvasianalitică, dacă si numai dacă w este funda- 
mentală. 

Să observăm că 


{$ e Pi; Illo < 1} ={Pp ePi; I$| < Tu} 
Deoarece 
Mu»(z) = sup {2(2); p EP, cu Pl < 1}, 
rezultă că 
Molz) = +, 
dacă și numai dacă există un sir {p ,} © P, cu |p,| < Tu, astfel încît 
lim 2,„(2) = + 0. 
n->0 


Cum Imz Æ 0, afirmaţia rezultă acum din teorema 2.9.1. 


§ 2.11. Localizarea unui subspatiu în cazul nemărginit în absenţa 
condiţiei de modul 


Fie X un spaţiu local compact Hausdorff și fie V o familie Nachbin 
pe X cu proprietatea V < Ct(X). 

Cu (F notăm o submulțime a lui C(X, K), iar cu Wọ o submulțime a 
lui CVo(X). Vom spune că perechea (F, Wọ) satisface condiţia (N) slăbită, 
dacă pentru orice f, e (£, orice wọ EW, si orice pondere v eV, există 
JaJa EF şi o E Q, astfel încît 


v(x)|Wo(x)| < of f,(x), ...,f,(%)] pentru orice x eX. 
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Observăm că dacă perechea (GF, Wọ) satisface condiția (N) definită 
în 2.6, atunci satisface si condiția (N) slăbită. 
Următoarea lemă se degajă din demonstraţia teoremei 2.6.1. 


Lema 1. Dacă perechea (GF, Wp) satisface condiția (N) slăbită, atunci 
pentru orice fie (F, orice Wy e Wo, orice v e V, orice a EC, (R) şi orice e > 0, 
există PEP, astfel încît: 


v(x) | of f(x) ]wo(x) — AL fi(x)]wo(x)| < e pentru orice xe X. 


Demonstrație. Pentru fie F, wm EW, sive V, există fi, JEF si 
© e Q, astfel încît: 


(1) v(x) |wo(x)| < of fi(x), a(x), fal), ( €X). 
Fie « e C (R) oarecare si e > 0. Definim «’: R” + K astfel: 
æ (fi, tz e., în) = a(t) pentru orice (4, tg, ..., 4) e R". 


Evident a’ €C,(R") < Coo(R”) si deoarece w este pondere fundamen- 
tala, pentru e > 0 există p’ e, astfel încît: i : 


(2) (fista -estn la (Ey, bos es bn) — D' (tis fos «+s tn) | <E, oricare ar fi (t, bn) ER”. 

Definim $: R > K prin A(t) = p'(t, t, ..., t). 

Evident p e P, si din (1) si (2) rezultă: 

v(x) of fi(x)lwo(x) — ALAi(%)]@o(*)| = 

= v(x) w(x) lT Aa), Ai(%), «<a A — PTAA), Al), Al < 
<olfi(2), fol), +» fal) TSA): fol), «+ Sal) — P'E) fal), «Alay <e 

În continuare folosim unele notatii si definiţii din § 2.4. 

Lema 2. Fie (F o submulțime a lui C(X, K) cu Oef și Wo o submultime 
a spațiului CV (X), astfel încît perechea (F, Wo) satisface condiția (N) slăbită. 
Dacă W este spațiu liniar generat de Wy și L = vu. este un element extremal 


al mulțimii convexe, slab compacte DON W°, atunci suportul lui L este o mul- 
fime (GF, W)-slab anhalgebrică. 


Demonstrație. Fie Y = supp (L) si f un element oarecare din 
Ge, w(Y) NHe(¥). 
Atunci feG, f|Y este reală si pentru orice w e W, există w'e W, astfel 
încît fw = w’ pe Y. Fie a €C,(R) reală oarecare, wọ € Wọ v EV sie >0. 
Din lema 1 rezultă că există p e P, așa încît 


(1) v(x)| of f(2)]wo(2) — PL f(x)]wo(x)| < e, pentru orice x eX. 


Deoarece f:w|Y e W|Y pentru orice weW si peP,, rezultă că 
[(pof)-w]|Y e W|Y si deci L[(pof)wo] = 0. 
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În continuare avem: 


Li(aef jw] = \ { of f(2t)]ano(2) — PLf(2)]e09(x) zol) dela) + 


+A, elada =( totodata) — di penala) otto) 
Ținînd seama acum de (1) obținem: 


|L[(aof)w]| < ell ell. 
Cum |lu|| < +œ și e >0 este arbitrar, rezultă că 
Li(xof jw] = 0 pentru orice wọ e Wo. 


Deoarece W este spațiul liniar generat de Wọ, rezultă că avem 
L{(aof)w] = 0, pentru orice w e W. Sînt îndeplinite deci condițiile lemei 2.4.21 
de unde rezultă că «of este constantă pe Y. Cum « a fost arbitrar, rezultă 
că f este constantă pe Y si cu aceasta lema este demonstrata. 


În toate enunturile următoare vom presupune că 0e(7 şi că 
W = Span Wo. 


Teorema 1. Dacă perechea (F, Wo) satisface condiția (N) slăbită si F 
este formată din funcții reale, atunci: 


W = {g eCVu(ă): g|A,e WIA, oricare ar fi x €X}, 


unde cu {A,}cy am notat partitia lui X formată din mulțimile (GF, W) anti- 
algebrice maximale. 


Demonstrație. Deoarece (F este formată din funcţii reale, familia mul- 
timilor slab-antialgebrice coincide cu familia mulțimilor antialgebrice. Din 
lema 2 rezultă atunci că partitia {A,},-, este saturată în raport cu W. Afir- 
matia rezultă acum din teorema 2.4.2. 

Observația 1. Dacă (7 este formată din funcții cu valori complexe și S 
este antialgebrică în raport cu perechea (Re (F, W), atunci (7 este slab anti- 
algebrică în raport cu perechea (F, W). 

Într-adevăr, dacă f = u + ive Ye w(S) N Øe (S), atunci f e (F, v(x) = 0 
pentru orice x€S şi pentru orice we W, există w'e W, astfel încît fw = w’ 
pe S. Rezultă că uw=w’ pe S și deci că ve Greg, w(S). Cum S este presupusă 
antialgebrica în raport cu (Re (F, W), rezultă că u și deci f este constantă pe Sg 


Teorema 2. Fie (F o submulțime a lui C(X, K) si Wo o submulțime a lui 
CV,(X) astfel încît, pentru orice f,EGF orice wo e Wo și orice v EV, există 
fas ses Ja EGF şi o e Q% (pondere fundamentală de modul descrescătoare) așa ca 


v(x)|w@o(x)| < olala), fol) |, ---» |fu(2)[] oricare ar fi xe X. 
Atunci 


W = {g eCV{X); gelT e WII, (Vv) x eX}, 


unde cu {T }ex am notat partitia lui X formată din mulțimile (F, W) 
slab-antialgebrice maximale. 
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Demonstrație. Dacă K = R, atunci afirmaţia rezultă din teorema 1 
și din faptul că w este de modul descrescătoare. 
Dacă K=C și fy = up + ivp, (k= 1,2,...,) si notăm cu u(x) = 


= [u (x), tt,(x), sees Uy(%)) respectiv cu J2) = (A(x) |, [f2(*)|, ae Ifn(*) |); atunci 
avem 


|u,(x)| = Ref,(x) < |f,(*)| pentru orice k= 1,2, ..., n. 


Deoarece w este de modul descrescătoare si |u(x)| < |f(x)| = f(x), re- 
zulta ca 


oof] fa(%) |, «+> [fa(*) 1] < o[u(2), ..., u,(*)] pentru orice x eX. 


Prin urmare, dacă perechea (F, W) satisface condiţia (N) slăbită (cu 
precizarea că « este de modul descrescătoare), atunci perechea (Re (7, W) 
satisface condiţia (N) slăbită. Afirmația rezultă acum din teorema 1 și ob- 
servatia 1. 

Este ușor de văzut că se pot enunta teoreme analoage teoremelor 2.6.3, 
2.6.4, 2.7.1, 2.7.3. 


§ 2.12. Localizarea unui subspatiu de secţiuni transversale 


Definiţia 1. Fie X un spațiu topologic Hausdorff si (E, lex o familie 
de spaţii liniare peste același corp de scalari K. Se numește secțiune transver- 
sală peste X orice element al produsului cartezian Į] £,. 


xex 
Orice subspatiu liniar al spațiului [] E, se numește spapiu liniar de 
xex 
secțiuni transversale. 


Prin urmare, o secțiune transversală peste X este o funcție f definită 
pe X, astfel încît f(x) €E, pentru orice x eX. | 

Exemplu. Fie X un spaţiu Hausdorff si fie E, = K pentru orice x e X» 
O secțiune transversală pe X este orice funcție f: X — K. Spaţiul C(X, K) 
este un exemplu de spaţiu liniar de secțiuni transversale peste X. 


Definiţia 2. Se numește pondere vectorială pe X, orice funcţie s defi- 
nită pe X, cu proprietatea că pentru orice x € X, s(x) este o seminormă pe E,. 

O familie S de ponderi vectoriale pe X se numește familie Nachbin 
dacă pentru orice s,, Sẹ e S, există A > 0 și s e S, astfel încît s,(x) < As(x), 
pentru orice x EX si i= 1,2. 

Dacă f este o secţiune transversală peste X si s este o pondere vecto- 
rială pe X, atunci se notează cu s[/] funcția x — [s(x)][/(x)]: X => R,. 

Deoarece în acest paragraf vom folosi numai ponderi vectoriale, în con- 
tinuare vom spune simplu pondere, în loc de pondere vectorială. 


Definiţia 3. Fie ZL un spațiu liniar de secţiuni transversale peste X. 
O pondere s pe X se numește (1) L-mărgimită; (2) L-superior semicontinua ; 
(3) L-nulă la infinit, dacă pentru orice f e L, funcţia s[f] este: (1) mărginită. 
pe X; (2) superior semicontinuă pe X; (3) se anulează la infinit pe X. 
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Observăm ca dacă s este o pondere L-marginita pe X, atunci s deter- 
mina o seminorma pe L si anume: 


$ > Ille = sup tls(a)IU/(#)]; x eX). 


De asemenea, daca s este L-superior semicontinuă si L-nulă la 
infinit, atunci s este L-mărginită, deoarece în acest caz mulțimea 
{x eX; [s(x)]Lf(x)] > e? este compactă. 


Definiţia 4. Fie Z un spațiu liniar de secțiuni transversale peste X și S 
o familie Nachbin de ponderi pe X, L-mărginită. Spaţiul liniar L, înzestrat 
cu topologia local convexă dată de familia de seminorme f — ||/]|, cînd s 
parcurge S, se notează cu LS,. În cazul particular cînd ponderile familiei S 
sînt L-superior semicontinue si L-nule Ja infinit, atunci vom nota LS, 
acest spațiu. 


Un sistem fundamental de vecinatati ale originii este (D, les, unde 
D,={s eL: le se) 

Spațiile LS, si LS, sînt Hausdorff, dacă pentru orice fel, f 40, 
există seS si x eX așa ca [s(x)][/(x)] > 0. 

Dacă Y este o submulțime închisă a lui X și s este o pondere L-măr- 
ginită, atunci s|Y este (L|Y)-mărginită. Cu L|Y am notat spaţiul liniar 
IIy(Z), unde [], este proiecția canonică a lui [J E, pe IT Es. 

` xEX ze 

Prin urmare, dacă LS, este definit, putem vorbi de spaţiul 
(L|Y)(S|Y),. Acest spațiu se va nota cu LS,|Y. În mod analog vom nota 
cu LSolY = (L1Y)(SIY).. 

Dacă f este o secțiune transversală pe X si a este o funcţie definită 
pe X cu valori în K, atunci vom nota cu af următoarea secțiune transversală 
pe X, (af)(x) = a(x)f(x) pentru orice xe X. Fie of o subalgebra a lui C(X) 
și W un subspatiu de secțiuni transversale pe X. Vom spune ca W este 
cA-modul, dacă AW = W, unde AW = {aw; aed, w e W}. 

Pentru orice x € X, orice sutspatiu WEL și orice familie de ponderi S 
pe X, vom folosi notatiile: 


W* = {w(x); we W} şi S = {s(x); ses). 


Observăm ca 7” este un subspatiu al lui E}, iar S” este o familie de 
seminorme pe E,. 


Definiția 5. Fie æ o subalgebra a lui C(X) şi fie {4 (x)}zex familia mul- 
timilor de constanță maximale ale lui cf. Dacă Wc LS, este un cf-modul, 
atunci vom spune că W este localizabil în raport cu cf în LS, dacă: 


W={feL; fiA() e WIA), (W) x eX}. 
Observatia 1. Fie W c LS, un cf-modul. Următoarele condiţii sînt su- 
ficiente pentru ca W să fie dens în LSe. 
(i) 70 este localizabil în raport cu cf. 


(ii) oł separă punctele lui X. 


(iii) Pentru orice x e X, mulțimea WF este densă în- L” în raport cu 
topologia pe E, dată de familia de seminorme S”. 
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Într-adevăr, deoarece of separă punctele lui X avem 
A(x) = {x} pentru orice x e X. 
Din (i) si (iii) rezulta: 
W = (Je: f\A(x\e WIAs} = (fel; fe) = (feLs f(x)eL*} = L. 


Lema 1. Fie X și Y două spații Hausdorff și fie q: X >Y o aplicaţie 
continuă surjectivd. Pentru fiecare funcție g:X — R, superior semicontinud, 
care se anulează la infinit, definim h:Y = R, astfel: 


My) = sup {g(x); x eg 'y)}, peniru crice y eY. 
Atunci h este superior semicontinud şi se anulează la infinit. 


Demonstraţie. Deoarece q"1(y) este o submulțime închisă a lui X și g 
este superior semicontinuă și mărginită pe X (pentru că se anulează la infinit), 
rezultă că g își atinge marginea superioară pe ș"1(y). Aşadar, funcția 7; este 
bine definită. Fie e > 0 și K, = {x e X; g(x) > e}. Deoarece g se anulează 
la infinit, mulțimea K, este compactă și deci (K ) este o submulțime com- 
pactă a lui Y. Să observăm că {y € Yj; }(y) >e)=o(K,). Într-adevăr, 
dacă y €o(K,), atunci există xeK, astfel încît y= (x) si atunci 
h(y) > g(x) ze. Dacă y¢e(K,), atunci py) NK, = Ø şi deci Ea < pentru 
orice te p(y). Cum g își atinge marginea superioară pe 9 (y), rezultă ca 
hly) <e. 

Așadar, dacă v ¢ ọ(K.), atunci 


yé{yEeY; h(y) >e} 


Rezultă că mulțimea {y e Y, k(y) > e! este compactă si de aici, că %4 
este superior semicontinuă si se anulează la infinit. 

Observaţia 2. Dacă în lema 1 se omite ipoteza că g se anulează la infinit, 
atunci % poate să nu fie superior semicontinua, sau poate să nu se anuleze la 
infinit, asa cum rezultă din următoarele exemple: 

Exemplul |. Fie X = R?, Y = Rsig: R? — R definită prin ọ(x,y) = y. 
Fie F = { (x, y)e R?; y =e*} si fie g = x, funcția caracteristică a lui F. 
Deoarece F este închisă, rezultă că g este superior semicontinuă pe R2. Este 
ușor de văzut că funcția # care se asociază lui g, după lema 1, este funcția 
caracteristică xg a mulțimii deschise G = { y e R; y > 0}, care evident nu 
este superior semicontinuă. 

Exemplul 2. Fie X, Y si ọ ca în exemplul 1. Fie de asemenea mulțimile 
închise F = { (x, y) e R?; y = ta B={yeER;y > 0). Este ușor de văzut 
că dacă g = Xp, atunci h = yp. Rezultă că k este superior semicontinuă, dar 
nu se anulează la infinit. 


În cele ce urmează considerăm o subalgebra of a lui C(X) și notăm Y 
spaţiul cît X/of. Aplicația canonică e: X — Y induce un homomorfism 
wb: C(Y) + C(X) definit astfel: w(2) = be pentru orice be C(Y). Dacă notăm 
cu B = (A), atunci B este o subalgebra a lui C(Y), care separă punctele 
lui Y. Dacă L este un subspatiu liniar de secțiuni transversale peste X, atunci 
pentru orice y e Y vom nota cu F, = L|q1(y). Fie S o familie Nachbin de 
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ponderi pe X, L-superior semicontinue și L-nule la infinit. Familia S induce 
o familie de ponderi U pe Y în felul următor: dacă s eS si ye Y, atunci 


[o(y)][flo(y)] = sup {[s(*)][/(*)]; x e ș1(9)). 
Fie M subspatiul liniar de secțiuni transversale ge J] F, cu proprietatea 
yeY 


că există fe L astfel încît 


gly) = fle-1(y) pentru orice ye Y. 
Să observăm că în general M # II F,. Într-adevăr, dacă ge[] F, 
ye yeY 

atunci pentru orice y e Y, există f, e L, astfel încît g(y) = f,ie-1(y). Se inte- 
lege că dacă y, # Y în general fy, # Jy 

Din lema 1 rezultă că orice pondere ue U este M-superior semicontinua 
și M-nulă la infinit. 

Putem deci vorbi de spațiul MU. Dacă W c LS, este un of-modul, 


atunci vom nota cu M = {[w]9 1y), ey; we W}. Evident 0 = MU, şi 
este un B-modul. 


Teorema |. Următoarele afirmații sînt echivalente. 


1) W este localizabil în raport cu A in LS». 
2) M este localizabil în raport cu B în MU.. 


Demonstraţie. 1) = 2). Deoarece B separă punctele lui Y, mulțimile de 
constanta ale lui B se reduc la puncte. Deci B(y) = { y} pentru orice ye Y. 


Fie g e M astfel încît g(y) e 24% pentru orice ye Y. 


Deoarece 0T c F, si topologia pe F, este data de familia de seminorme 
U”, rezultă că pentru orice e > 0 și orice u(y)e U”, există h, e (7 astfel încît 


(1) [2(9)) Let) — 2,(y)] < e. 
Conform definiţiilor lui M și M, există feL și w, e W, astfel încît 
gly) =fle(y) si 4,(y) = w, |e%(y) pentru orice ye Y. 
_ Ținînd seama de definiţia familiei de ponderi U, inegalitatea (1) se ma: 
scrie: 
(2) sup 1[s(2)] f(x) — w,(*)]; ze 91(9)) < e 
Din (2) avem acum: 


o 


flo Wyse Wiley) pentru orice y e Y. Deoarece familia {p74(¥) }yey 
coincide cu familia {4(x)}zex si W este localizabil în raport cu of, rezultă 


că fe A). Atunci, pentru orice 4 > 0, există we W, astfel încît 
(3) sup {[s(x)][f(x) — w(x)]; xe X} <n. 
În particular avem 


sup {[s(x)]L/l2) — w(x)]; xe g(y)} < n pentru orice ye Y, 
adică 


(4) tay py) — wl gy) < n. 
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Dacă notăm cu h(y) = w| oy), atunci he QC si din (4) rezultă că 
Ig — Alla = sup [o{y)]le(y) — Ay] < n: 


Prin urmare g e A. 


2) = 1). Fie f e L cu proprietatea că f|q-1(y)e 70| oy) pentru orice 
y i ră Rezultă că pentru orice e > 0, orice s e S si orice y e Y, există 19, e W 
astfel încît: 


(1) sup {{s(x)][/(x) — w,(x)]; xe p1(9)) < e. 

Daca ă = flo” i = - og 
beaa e ee a ee ee 
(2) [w(y)]le(y) — By) < e, 


Așadar, e(y)e | pentru orice ye Y. Cum /7[ este localizabil în raport 
cu B, rezultă că g e GQ. Pentru orice y > 0 există he QC asa ca 


(3) lle — hlu < h- 


Fie we W asa ca (y) = w |ọ7}{(y) pentru orice y e Y. Atunci din (3) 
rezultă 


(4) [2(9)]L£ ley) — wle*(y)] <q pentru orice ye Y 
$i mai departe 
(5) sup [s(x)][f(%) — w(x)] < 4. 


Am arătat astfel că fe W si cu aceasta teorema este demonstrată. 


Algebra of c C(X) se numește S-mărginită dacă orice funcţie ae of 
este mărginită pe suportul oricărei ponderi s e S. 


Teorema 2. Fie æ o subalgebra S-mărgimită a lui C(X, K), autoadjuncta 
dacă K=C. Dacă W este un subspatiu liniar de sectiuni transversale al lui 
LS, cu proprietatea că AW < W, atunci W este localizabil în raport cu ot. 


Demonstrație. Fie f e LS cu proprietatea că f|A(x)e A | A(x) pentru 
orice x e X. Pentru orice e > 0, orice s eS si orice x €e X, există w,€ W 
astfel încît 


[s(9)]LA(9) — we(y)] < e pentru orice y e A(x). 


Deoarece funcția s[f — w,] se anulează la infinit, rezultă că mulțimea 
K, = {ye X; [s(9))LA(y) — w:(y)] >£} este compactă. Evident A(x) N K,= Ø. 
Fără a restringe generalitatea putem presupune că of < C,(X,K). 
Din lema 2.3 rezultă că exisșă un număr finit de mulțimi de constanta 


A(x), .., A(%,) şi n funcţii 9,, ..., 9, € of cu proprietăţile: 
o, >0, gil Kru = 0, (i= 1,2, ... n) şi ei =1. 
= 
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Analizind pe rînd situaţiile ye K,, respectiv y ¢ K, constatăm că au 
loc inegalitatile: 


(1) PAIAS) — wal) < Eghy), oe ar fi ye X 


și orice î = 1, 2,. 
Din (1) rezultă în continuare: 


(2) [s(9)] [A = > TO] < e, pentru orice ye X 


Fie «= max ||w,,{|, şi è>0 cu proprietatea 13a < e. Deoarece 


1<St<n 


pre există a, € of astfel încît |a,(y) — o,(y)| X è pentru orice ye X. 
În continuare avem: 


(3) [s(9)] [n 2 aa) (9) < 2e pentru orice y eX. 


Dacă notăm cu w = D wn, atunci w E AW c W. 


Cum seS și e >0 au fost arbitrari, rezultă că fe W. 

Fie œ o subalgebra cu unitate a lui C(X, K), autoadjunctă dacă K = C 
și fie A o submulțime a lui & cu proprietatea că subalgebra generată de A 
şi 1 este densă în of pentru topologia convergentei compacte pe C(X, K). 
Fie 7 CLS, un c4-modul si W o submulțime a lui W cu proprietatea că of-sub- 
modulul generat de W este dens în W. 


Teorema 3. Dacă perechea (A, W) satisface următoarele proprietăţi: 
a) A este formată numai din funcții reale. 
b) Pentru orice s eS, orice a,,..,4,€A și wEW există men 
OE Qm Și autri s AmE A astfel încît: 
[s(x)] [e(x)] < ola,(), ..., @y(X), s a,(x)] oricare ar fi xe X, 
atunci W este localizabil în raport cu of in LSe. 


Demonstratia acestei teoreme decurge din demonstraţia teoremei 2, 
în același mod în care decurge demonstraţia teoremei 2.6.1 din teorema 2.3.1. 


Este ușor de văzut că se pot enunfa $i demonstra teoreme asemănă- 
toare teoremelor 2.6.2, 2.6.4, 2.7.1 si 2.7.3. 


§ 2.13. Teorema Stone-Weierstrass pentru un subspatiu de funcţii 
vectoriale de tip modul 


Spatiile cu ponderi studiate pina acum erau formate din functii scalare. 
In acest paragraf vom considera spații cu ponderi cu valori vectoriale și vom 
arăta că aceste spaţii sînt cazuri particulare de spații de secțiuni transversale. 


Fie X un spaţiu Hausdorff complet regulat și V o familie Nachbin de 
ponderi (scalare) pe X (vezi §1.2). 


85 


Daca E este un spatiu local convex Hausdorff, atunci vom nota cu 
C(X, E) spaţiul funcţiilor continue pe X cu valori în E si cu CV,(X, E) spa- 
fiul tuturor funcţiilor f e C(X, E) care au proprietatea că fv se anulează la 
infinit pentru orice v eV. 

Faptul că fu se anulează la infinit, înseamnă că pentru orice e >0 și 
orice seminorma continuă p pe E, mulțimea {x e X; v(x)p[f(x)] > e! este 
compactă. 

Pe spațiul CV,(X, E) se consideră topologia local convexă wy, data de 
familia de seminorme f — || f Ile p = sup v(x)p[f(x)] unde ve V si per. 

vex 


(Cu T am notat familia seminormelor continue pe E.) 

Dacă pentru orice x e X, notăm E, = E, atunci orice secțiune transver- 
sală peste X este o funcție f: X > E. În particular, spațiile C(X, E) si 
CV,(X, E) vor fi subspatii liniare de secțiuni transversale peste X. 


Pentru orice ve V si orice p e T vom nota cu s,,, următoarea pondere 
vectorială pe X: 


x = 0(x)p. 


Prin urmare s,, (2) = u(x)p este o seminormă pe E pentru orice x € X. 
Dacă notăm cu L = CV,(X, E) și cu S = {Spv eV,p eT}, atunci orice 
pondere vectorială din familia S este L-superior semicontinuă și L-nulă la 
infinit și LS, este exact spaţiul CV,(X, E) înzestrat cu topologia wy. 

Cu aceste precizări din teorema 2.12.2 rezultă: 


Propoziția 1. Fie of o subalgebra cu unitate a lui C(X, K), V-marginita 
şi autoadjuncta dacă K = C. Dacă W este un subspatiu al lui C(X, E) astfel 
încît AW < W, atunci W este localizabil în raport cu ot în CV (X, E). 


Din observaţia 2.12.1 și propoziția precedentă rezultă: 


Corolarul 1. Fie of o subalgebra cu unitate a lui C(X, K), V-marginita, 
care separă punctele lui X și autoadjuncta dacă K = C. Dacă W c C(X, E) 
este un of-modul și mulțimea WF = {w(x); we W} este densă în E pentru orice 
x e E, atunci W este dens in CV(X, E). 


Fie acum X un spațiu Hausdorff local compact și fie Co(X) spaţiul func- 
ţiilor continue pe X care se anulează la infinit. Adaptind corespunzător ratio- 
namentul din exemplul 1.2.4 rezultă că dacă V = Cł (X), atunci CV,(X, E) = 
= (X, E) si wy = 6 (topologia strictă). Așadar, avem, 


Corolarul 2. Fie of < C,(X, K) o subalgebra cu unitate, care separă punctele 
lui X și este autoadjunctă dacă K = C şi fie W c Cu(ă, E) un ot-modul. Dacă 
pentru orice xe X mulțimea WF este densă în E, atunci W este deus în C,(X, E). 


Următorul rezultat este o generalizare a teoremei lui Weierstrass pentru 
operatori polinomiali. 


Fie X și E spaţii local convexe Hausdorff. Pentru orice m > 1, fie 
T: X” +E o aplicaţie continuă, cu proprietatea că este liniară în raport cu 
fiecare variabilă. 


Vom numi o asemenea aplicație operator m-liniar continuu. 
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Asociem fiecărui operator m-liniar şi continuu T, un operator P: X + E 
în felul următor: 


P(x) = T(x, x,..., x) pentru orice x eX. 


Vom nota cu @,,(X, E) mulțimea acestor operatori asociaţi. 
Convenim să notăm cu (Po(X, E) mulțimea aplicațiilor constante de la 
X în E. 


20 
Definiția 1. Se numeşte operator polinomial continuu orice sumă finită 
£P, unde PypeP,(X, E). 


Vom nota cu P(X, E) spaţiul liniar al tuturor operatorilor polinomiali 
continui definiti pe X cu valori în E 

Să observăm că dacă ¢: X” — R este m-liniar şi T: X” > E este w-liniar, 
atunci operatorul 27: X"+» — E definit prin 


((T)(*1, ees Ems Vis eves Ya) Ko Ux, sees Xm) (yu pon Ya) 
este m + n liniar. 

Considerăm următoarea operație între o aplicație polinomială scalară si 
un operator polinomial: 

Dacă fe P„(X, R) si Pe P„(ă, E), atunci pentru orice xe X definim 
(pP)(x) = p(x) P(x). Observăm că pPeP,,,,(X,£). Într-adevăr, dacă 
$ si P sînt operatorii asociați lui ¢ si T, atunci (2P)(x) = (x) P(x) = 
= U(X, ees Em) LT (Yis seo Yn) = (ET) (Hy, es Lms Yir es Yn)» UNE % = . = XQ = 
Ey e = S m 

Rezultă ca fata de operația de înmulțire punctuala, avem 


P(X, RYP(X, E) e P(X, E). 


Pentru fiecare submulțime compactă K c X, vom nota cu yx, funcția 
sa caracteristică și vom considera pe X următoarea familie de ponderi: 


V=— (xp; K CĂ, compact}. 


În acest caz avem CV,(X, E) = C(X, E) şi topologia wy coincide cu 
topologia convergentei compacte. 


Corolarul 3. Fie X și E spaţii local convexe Hausdorff reale. Atunci 
(P(X, E) este dens în C(X, E) în raport cu topologia convergenjei compacte. 


Demonstraţie, Fie A = P(X, R) algebra aplicaţiilor polinomiale reale. 
Este clar că algebra of separă punctele lui X, conţine constantele și este 
autoadjunctă. Mai mult, fiecare funcţie a € œt este mărginită pe suportul 
fiecărei ponderi xx; deoarece acesta este compact. Subspatiul liniar 
W = P(X, E) c L = C(X, E) este cf-modul. Avem de asemenea pentru 
orice x €X; 


E = W” ={ P(x); P e P(X, E)} 


Afirmația rezultă acum din corolarul 1. 


Observajia 1. Rezultatul acesta se păstrează și dacă X și E sînt spații 
local convexe, complexe, cu următoarea modificare în definiția operatorilor 
polinomiali. 
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_ Prin operator m-liniar vom înțelege un operator T: X” > E care este sau 
liniar sau antiliniar în fiecare variabilă. In rest, păstrăm aceleași definiții. 
Vom nota cu P*(X, E) spaţiul liniar al operatorilor polinomiali continui de 
la X în E în acest caz. Datorită modificării aduse definiției operatorului 
m-liniar, rezultă că algebra of = (P*(X, C) este autoadjunctă. Aplicînd din 
nou corolarul 1 obținem că P*(X, E) este densă in C(X, E). 

§ 2.14. O teoremă de reducere a localizării unui subspatiu de funcţii 

vectoriale la cazul scalar 


Fie X un spaţiu Hausdorff complet regulat, V o familie Nachbin pe X 
și E un spaţiu local convex Hausdorff. Peste tot în acest paragraf cu L notăm 
un subspatiu liniar al lui CV)(X, E). 

Asociem subspatiului de funcţii vectoriale L, următoarea mulțime de 
funcţii scalare: 


M = {u*oh; u* e E*,h e L}, unde E* reprezintă dualul lui E. 
Lema 1. Dacă M Q Ec L, atunci M este spațiu liniar. 


Demonstraţie. Fie m, = uj o hi e M pentru i = 1,2. Dacă există) ER 
astfel încît zi = àuz, atunci avem m, + Mm, = uz o (hi + Ma) E M. 
Dacă ui si uz sînt liniar independente, atunci există y,, Ya E E astfel 
încît u(y) = 5. 
Fie f = m, ® yı + ma 9 Ya Conform ipotezei, f eL. 
_ Pe de altă parte avem: 


[(ui + tz) o f(x) = mil /(2)] + ula) = 
= mlm) Yı + M(x) yo] + aim (00) ya + max) y2] = m(x) + m(x). 
Rezultă că 
m, + Ma = (uj + uz)ef eM. 
Faptul că Am e M pentru orice 4 e K și orice m e M este evident. 


Lema 2. Dacă MQ E c L şi L este închis, atunci M este închis. 


Demonstraţie. Dacă m e M, atunci pentru orice e > 0 și orice pondere 
veV, există u* e E* si h EL, astfel încît 


sup 2(2)|24*[k(2)] — m(x)| < e. 


Fie z e E cu u*(z) = 1 si fie / = m Q z. Pentru orice seminormă conti- 
nua ~ pe E, există « > 0, astfel încît: 


sup v(x)pf w*{h(x)] z — U(x) } = 
= sup o(x)p{ u*[h(x)}e — m(x)z} < a sup v(x)[u*[h(x)] — m(x)] < ae. 
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"Deoarece e > 0 a fost arbitrar, rezultă că Z e Ž = L. 
Cum 24*[/(2)] = m(x)u*(z) = m(x), înseamnă că m eM. 


Lema 3. Fie Y o submulțime închisă a lui X si fie g, eCVo(X, K) și 
Yk E E, (k = 1,2,...,n) astfel încât 


2 (e ® YY e LIY 
Atunci g,|Y e M|Y pentru orice k = 1, 2,..., 2. 


Demonstraţie. Deoarece >> (g, ® y;)|Y e LIY, rezultă că pentru orice 
k=l 


€ > 0, orice v e V si orice seminorma continuă #, există % e L astfel încît: 


sup o(x)0| >> elay — ua) < e 


Fără a restringe generalitatea putem presupune ca y,, ..., y, sînt liniari indc- 
. . . v . uy * * k A 1 A Li 
pendenti și deci că există uj, 42, ..., up în E* astfel încît 


u(y) = Ši- 
În continuare’ avem: 


Sup v(x)lg (s) — w [a(x] = sup v(x) | 267 [> ed, | — uj{h(x)}| = 


n 
=i 


= sup v(x) | u; eu) — Ma) < d'E, 


k 
unde a, > 0 si |uj(y)| < p(y) pentru orice y e E. 


Prin urmare g,|Y €M|Y pentru orice i = 1,2,...%. 


Definiția 1. Fie { S; }e; o partiție a lui X formată din mulțimi închise si 
fie L un subspatiu liniar al lui CV,(X, E). Spunem că L este localizabil în 
raport cu partitia {S;hie, în CV,(X, E) dacă 


L = {f e CVX, E); f|S,¢LS;, oricare ar fi ie I}. 


Observatia 1. Fie ch c C(X, K) o algebră și L c CV,(X, E) un c4-modul. 
Faptul că L este localizabil în raport cu of (vezi definiția 1 din § 2.3) revine la 
a spune că L este localizabil în raport cu partitia {4(x)},exy formată din 
mulțimile maximale de constanta ale lui cf 

În continuare vom asocia fiecărei partitii {S;,ẹ}e; a lui X, o subalgebra 
A, a lui C,(X, R) în felul următor: of, este formată din toate funcțiile din 
C,(X, R) care sînt constante pe fiecare S,. 

Deci of, = {a €C,(X, R); alļSı = c; (constantă), (Y) i eI}. 

Observajia 2. Din definiția algebrei of, se observă că orice element S, 
al partiției este inclus într-o clasă de echivalență modulo X/4,, adică într-o 
mulțime de constanta maximala a lui of,. Dacă vom presupune în plus că alge- 
bra of, separă elementele partiției, ceea ce înseamnă că pentru z 47, există 
a E€ ch, astfel încît a|S, = c; # c;=a|S,, atunci rezultă că partitia { S, her 
coincide cu partitia lui X formată din clasele de echivalență modulo X/24,. 
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Teorema 1. Fie L un subspatin al lui CV (X, E) astfel incit M Q ECL. 
Dacă L este localizabil în CVo(X, E) in raport cu partitia { Si ler, atunci și M 
este localizabil în CV (X, K) în raport cu aceeași partitie. Reciproc, dacă M este 
joci lezat în CV,(X, K) în raport cu partitia {S,} şi în plus au loc proprietă- 
hie: : 

a) ji QE|S,= LIS, pentru orice iel si 

b) Algebra A, separă elementele partiției | S;), 
atunci L este localizabil in CVo(ă, E) în raport cu această partiție. 


Demonstrație. Presupunem că L este localizabil si fie g e CV)(X, K) 
așa ca g|S,e M|S,, pentru orice se J. Pentru fiecare ye E, avem 


2 Q y|Sı €M Q E|S,c L| S, pentru orice i e]. 


Rezultă că g @ y el şi din lema 2 că g e M. 
Presupunem acum că M este localizabil și sînt îndeplinite condiţiile 
a) şi b). Deoarece 


M = {ge CVX, K); gi Sie M| Sa, (Vv) te J}, 
rezultă că A4,:M c M si deci că of,(M @ E) c M & E. Conform observa- 
tiei 2, partitia { S; lie, coincide cu partitia formată din clasele de echivalență 
A/A,. Din propoziția 2.13.1 rezultă că subspatiul W = M Q E este localizabil 
în raport cu partitia { S; ter. 

Dacă acum f eCV,(X,£) are proprietatea că f|S,eL|S,, pentru 
orice se J, atunci f|S.e M Q E] S, pentru orice se] și deci fe M Q E cL. 
Cu aceasta teorema este demonstrată. 

Observaţia 3. Condiţia a) nu este superfluă, deoarece există exemple de 
subspatii L cu proprietatea că M Q Es L. 

Vom prezenta pe scurt un asemenea exemplu datorat lui K. Bierstedt. 

Fie K un spaţiu Hausdorff compact și fie M un subspatiu oarecare de 
functii continui pe K cu valori in K. 


Presupunem in plus ca M este inchis, in raport cu topologia convergen- 
tei uniforme pe C(K, K). Pentru orice spaţiu Banach E, fie 


L={feC(K,E); u*of eM, (Y) u* e E*}. 
Observăm că 
M = {u* of; ut eE*, felt și M@ECL. 


Într-adevăr, faptul că {u*of; ute E*,feL}c M este evident din 
definiția lui ZL. Reciproc, dacă g e M, atunci fie y eE si u* e E* așa ca 
u*(y) = 1. Este imediat acum că g = u* o (g @ y). Rezultă că g@yeLl 
și că Mc{u*of; u* eE*, feL} 

Conform unei teoreme a lui L. Schwartz, M are proprietatea de aproxi- 
mare a lui Grothendieck, dacă si numai dacă pentru orice spațiu Banach 
E,M Q E este dens in L. Deoarece există subspatii închise ale lui C(K) 
care nu au proprietatea aproximării (vezi contraexemplul lui Enflo), înseamnă 
că M @ E nu este în general dens în L. 
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§ 2.15. Spaţii Grothendieck și spaţii: Kakutani-Stone 


Fie L un subspatiu liniar al lui CV,(X, E). Pentru orice x e X notăm cu 
ò, aplicația 
i f > f(x): CVX, E) > E. | 
Definiţia 1. Fie x, y e X. Spunem că x este G-echivalent cu y si notăm cu 
x £ y, dacă 3,| L = 8| L = 0 sau dacă există ¢ # 0 astfel încît 
| | L = t, L 4 0. 
Mulțimea tuturor perechilor (x, y) eX x X care sînt G-echivalente 
va fi notată în continuare cu G,. 
Definim o aplicaţie g:G, > R astfel: 
0 dacă 8,|L=5,|L=0, 
glx, y) = a | 
é dacă $,|L = £| L #0. 
Derinitia 2. Spunem că x este KS-echivalent cu y şi notăm cu x 4 y, 
dacă (x, y) €G, si g(x, y) > 0. 
Vom folosi de asemenea notatiile: G(x) = {y e X; y & x} si KS(x) = 
={y eX; y XS x}. i 


Definiția 3. Se numeşte acoperirea Grothendieck a lui L (acoperirea Kaku- 
tani-Stone) mulțimea tuturor funcțiilor f e CV)(X, E), care au proprietatea 
că f(x) = g(x, f(y) dacă y eG(x) [y e KS(x)}. 

Acoperirea Grothendieck a lui L va fi notată cu G(L), iar acoperirea 
Kakutani-Stone a sa cu KS(L). 

Este imediat că G(L) si KS(L) sînt subspatii liniare închise ale lui 
CV, (X, E) si că închiderea Z a lui L este conținută atît in G(L) cit şi în KS(L). 

Observația 1. Dacă H este un subspatiu liniar al lui CV,(X, R), atunci 
G(H) este un subspatiu de tip Lindestrauss-Wulbert, iar KS(H) este o latice. 
Într-adevăr, fie fi, fa eG(H) si y €G(x). Atunci avem f,(x) = g(x, y) Ay) 
(i = 1,2). Dacă g(x, y) > 0 rezultă: 


max [/,(2), f(x), 0] + min [/.(), fa(2), 0] = 
= max [g(x, YYY), g(x, YYY) 0] + min [e(x, Aly), a(x, YYY), 0] = 
= g(x, y) max [f.(9), fY), 0] + g(x, y) min [/,(y), fo(y), 0]. 
Daca g(x, y) < 0, atunci 
max [g(%, YAY) glx, ¥)fo(y), 0) + min [g(x, YAY), glx, Yy), 0] = 
= g(x, y) min [/,(y), f(y), 0] + g(x, y) max [/,(y), f(y), 0]. 


A 


Rezulta ca in ambele cazuri avem: 


[max (fi fe, 0) + min (fu fe, 0)](x) = g(x, y)[max (Jr fo, 0) + min (fi, fa 0))(y), 


adică max (fis fa, 0) + min (fis fo, 0)¢G(H). In mod asemănător se arată că 
dacă fa, fa e KS(H), atunci max (fı, f2) e KS(H), de unde rezultă că KS(H) 
este latice. 
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Definiţia 4. Subspatiul Z al lui CV)(X, E) se numeşte spaţiu Grothen- 
dieck (spatiu Kakutani-Stone), daca 


G(L) = L respectiv [KS(L) = L}. 


Teorema 1. Fie H un spațiu liniar al lui CV (X, R) și fe CV(X, R). 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 

1) feG(H). 

2) Pentru orice x,y e X, există h e H, astfel încît 


I(x) = K(x) şi fy) = hiy). 


Demonstrație. 1) = 2). Fie x, ye X arbitrare si fe G(H). Dacă 5,|H = 0, 
atunci f(x) = 0 şi avem situațiile: 

a) y €G(x); 

b) y ¢ G(x). 

n prima situație avem f(x) = f(y) = 0 si evident există 4 e H (anume 

h = 0) astfel încît f(x) = h(x) = h(y) = 0. La fel se procedează si în cazul b) 
daca f(y) = 0. 

Daca f(y) # 0, atunci există 4, e H asa ca h,(y) = f(y). Pe de alta 
parte, evident avem f(x) = h,(x) = 0. 

Dacă 5,|H = 0 se procedează analog. 

Acum presupunem că există 4, h,e H, astfel încît h,(x) #0 si h,(y) #0. 
Fără a restringe generalitatea, putem presupune că h,(x) = 1 sih,(y)=1. 
Dacă yeG(x), atunci 6,|H = g(x, y)5,|H #0. Deoarece (3) eL astfel 
încît ho(y) = f(y) rezultă: 


fix) = a(x, YAY) = g(x, Yoly) = kolz). 


Dacă y ¢ G(x), vom considera următoarele situaţii: 


c) (y) = 0, 
d) h,(y) # 0. 
"Este ușor de văzut că în cazul c), următoarea funcție: 


h = [ fix) —f(y)h,(*) he + f(Y)hy aparţine lui H şi are proprietatea că 
h(x) = f(x), Ay) = f(y). 
În situația d) procedăm astfel: 
Deoarece y ¢ G(x), rezultă că oricare ar fi ¢ # 0, există h, e H, astfel 
încât (x) # th,(y). In particular, pentru ¢ = (y), există 4 e H cu proprie- 


~~ 


tatea h(x) Æ h,(y)-h(y). Se verifică imediat că următoarea funcţie: 


AS) — h(x) fly ha + O) =A 
h(y)-— h,(y)h(x) 
are proprietăţile g e H, g(x) = f(x) si g(v) = f(y). | 
ae D Fie x,y € X și h e L astfel încît A(x) = f(x), h(y) = f(y). Dacă 
5,|H = 0 şi y e G(x), atunci f(x) = h(x) = 0 = f(y) = A(y). Dacă ò |H #0 
si ye G(x), atunci f(x) = h(x) = g(x, y)h(y) = g(x, y)f(y). Rezultă că feG(H). 
Din teorema 1 si teorema 2.2.1 rezultă: 
Teorema 2. Dacă H este subspatiu în CV (X, R) de tip L-W, atunci H 


este spațiu Grothendieck. | 
Din această teoremă și observația 1 rezultă: 


o 
ò 
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Corolarul 1. Dacă H este subspajiu liniar închis in CV9(X, R), atunci 
următoarele afirmaţii sînt echivalente: 


1) H este spațiu Grothendieck, 
2) H este spațiu de tip L-W. 


Teorema 3. Fie H o sublatice vectorială a lui CVo(ă, R) și f e CVo(Ă,R), 

iale ale afirmații sînt echivalente: 
1) fe KS(H), 

2) Pentru orice x,y EX, există heH, astfel încît f(x) = h(x) si 
SO) = Hy). 

Demonstratia este identică cu demonstraţia teoremei 1 cu următoarea 
precizare. La demonstrarea implicatiei 1) = 2), cazul d) îl impartim în două 
subcazuri: 


dı) hay) > 0, 
da) ha(y) <0 
Cazul d,) se elite la cazul d,), luînd în locul funcției %,, funcția 


h, = max (h,, 0)e H. 
În felul acesta putem presupune mereu că h,(y) > 0 şi procedim in 
continuare ca în demonstrația teoremei 1. 


Teorema 4. Dacă H este o sublatice vectorială a lui CVo(ă, R), atunci 
H este KS-spatiu. 
Afirmația rezultă imediat din teorema 3 si din teorema 2.1.1. 


Corolarul 1. Dacă H este un spațiu liniar închis al lui CVo(ă, R), atunci 
următoarele afirmaţii sînt echivalente: 

1) H este KS-spapiu, 

2) H este latice. 

Definiţia 5. Fie L un subspatiu al lui CV,(X, E) si fie 

M = {u*oh; u* e E*, h e L} (vezi §2.14). 

Spunem că L este un spațiu de functii vectoriale de tip latice daca: 

1)M@ECL. 

2) Există un operator T:E x E => E continuu si un element ye E£, 


astfel încît T(y, y) A 0 și Ty, py] = max (A, HT y), pentru orice A, peR. 
3) T(hy, ha) e L, pentru orice hy, hy e 
Definiţia 6. Dacă in definiția de mai sus se înlocuieşte condiția 2) prin 
2) (3) T:E XE >E continuu si ye E, astfel încît T(y, 3) #0 şi 


T(Ay, wy) = [max(A, u, 0) + min(à, p, 0)]T(y,y). pentru orice à, ER, 
atunci L se numește spațiu de funcţii vectoriale de tip L-W. 


Teorema 5. Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 


1) L este spațiu de Sune vectoriale de tip latice, 
2) M este latice in CV (X, R) și M@ECL. 


Demonstrație. Fie My, m,e M. Prin ipoteză, există T: E x E + E con- 
tinuu şi y eE, asa încît T(y, y) #0. Fie u* eE* cu proprietatea ca 
u*[T(y, y)] = 1. Conform ipotezei avem: 


Tim,(x)y, ma(x)y] = max [m,(x), mna()] 7 (9, 9), 
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de unde rezultă mai departe că 
max [m,(2), ma(2)] = 1% Tlo,(x)y, ma(2)y)}, 
sau 
max (m, Ma) = u*{ Tim, ® y, m @ yj}. 


Cum Tim ® y, m, ® y] e L(pentru ca M ® E c L şi L este de tip laticial) 
vom avea max(m,, m,) e M. 


2) = 1). Fie y €E si u* e E* asa ca u*(y) = 1. 
Definim T:E x E +E astfel: 
T(s, t) = max [u*(s), u*(t)]y. 


T este evident continuu, T(y, y) = y #0 şi pentru orice à, ue R, 
vom avea: 


Toy, py) = max [w*(ry),w*(uy)]y = max (à, u)y = max (A, p) T(y, 9). 
Dacă h,,h, EL si x €X, vom avea: 
T{h,(x), ha(x)] = max { u*[,(x)], w*[ho(x)]}T(y, 9) = 
= max [(w*oh,)(x), (w*eh,)(x)] y. 
Deoarece M este latice, rezultă că m = max (u*oh,, 4*ch.)e M. Prin urmare 
T(h h) =mM@VEM@ECL. 
În mod asemănător se demonstrează și următoarea teoremă: 


Teorema 6. Următoarele afirmații sînt echivalente: 
1) L este un subspațiu de funcții vectoriale de tip L-W, 
2) M este un subspațiu de tip L-W al lui CV,(X, RÀ) si M@ECL. 
Lema 1. Dacă feCV,(X, E) este astfel încît 
fIG(x)e LIG(x), [/|KS(x) € LIKS(+)], 
atunci 
f(x) = g(x, vy) f(y) pentru orice y e G(x), [y e KS(x)}. 
Demonstrație. Fie he, CL un șir generalizat astfel încît 
h|G(x) + f|G(x). Rezultă că pentru orice pondere v e V și orice seminormă 
p continua pe E, avem 
lim sup { o(2)p{h(2) — fi z €G(x)} = 0. 


În particular rezultă că 4,(z) > f(z) pentru orice z e G(x). Deoarece pentru 
orice ș avem /,(x) = g(x, z)h,(z), mai departe obţinem 


f(x) = lim h(x) = lim g(x, z)h,(z) = g(x, 2)f(2), oricare ar fi z e G(x). 
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Lema 2. Dacă fECV)(X, E) este astfel încît 
F(x) = g(x, »)f(y) pentru orice y €G(x) 
atunci 
fiG(x) e (M Q E)|G(x). 
Demonstrație. Daca 8,|L = 0, atunci 
IG(x) = 0|G(x)e (M © E)!G(x). 


__ Dacă 8,|L #0 și f(x) 4 0, atunci există jel, astfel încît h(x) # 0. 
În plus, în acest caz, g(x,z) #0 pentru orice z €G(x). 

Fie u*e E* cu proprietatea că 4*[/h(x)] = | si fie f= (u*oh) @/(x). 
Pentru orice veG(x) vom avea: 


Fy) = ture h) @ AAY) = wA) = 


l s 1 
= | ie) jr = S00). 
g(x, y) g(x, y) 

Așadar, f|G(x) = JiG(x)e (M @ E) |G(x). 

Observafia 2. O afirmație asemănătoare cu cea din lema 2 are loc pentru 
mulțimea KS(x). 

Următoarea teoremă ne arată că proprietatea unui subspatiu de a fi 
G-spatiu sau KS-spațiu, revine la aceea de a fi localizabil în raport cu niște 
partiții particulare (vezi definiția 2.14.1). 


Teorema 7. Fie L un spațiu al lui CV {X, E) cu proprietatea că 
M Q EcL. Atunci L este G-spatiu (KS-spațiu) dacă și numai dacă L este 
docalizabil în raport cu partitia {G(x) bex({ KS(x) hex). 


„Demonstrație. Presupunem că L este G-spatiu si fie f ¢CV)(X, E), cu 
proprietatea_ca /|G(x) e L|G(x), pentru orice + e X. Din lema 1 rezultă că 
feG(L)=L. 

Reciproc, fie f eG(L). Din lema 2 rezultă că pentru orice x e X, avem 
fiG(x)e L|G(x). Deoarece L este localizabil în raport cu {G(x) ex, rezultă 
că fe 
Fie 
Af = (a €C,(X, R); a|G(x) = c(x) (constant), (Y) x eX} 


AKS= {a €C,(X, R); a|KS(x) = c(x) (constant), (Y) x eX}. 

Teorema 8. Fie L un subspațiu al lui CV,(X, E) cu proprietatea că 
MOEcL: 

1) Dacă L este G-spaţiu (KS-spatiu), atunci M este G-spatin (KS- 
-spațiu ). 

2) Dacă M este G-spaţiu și AG separă elementele partiției {G(x) lex 
{M este KS-spaţiu şi AZS separă elementele partiției { KS(x) tex), atunci L 
este G-spaţiu (KS-spatiu). 
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Demonstrație. Demonstratia rezultă din teorema 7 și teorema 2.14.1, 


dacă observăm că avem îndeplinită și condiția (M @ E|G(x) = LIG(x), da- 
torită lemei 1 și lemei 2. 


Teorema 9. Dacă L este un subspaţiu de funcții vectoriale de tip L-W 
(de tip latice) și AG separă elementele partiției {G(x)},cx (AES separă elemen- 
tele partiției { KS(x) tex), atunci L este G-spatin (KS-spapiu). 


Demonstraţie. Din teorema 6 rezultă că M este un subspatiu al lui 
CV,(X, R) de tip L-W și M@ E c L. Din teorema 2 rezultă că M este 
G-spatiu. Afirmatia rezultă acum din teorema 8. 


§ 2.16. Spatii Weierstrass-Stone 


Fie L un subspatiu liniar al lui CV,(X, E) si fie x, y e X. 


Definiţia 1. Spunem că x este WS-echivalent cu y, daca 8,|L = 6,|L. 
Notăm cu A(x) = {ye X; y x} ={ye X; h(y) = Ma), (Y) he L}. Tinind 
seama de definiția 1 din §2.15, observăm că x este WS-echivalent cu y, dacă 
și numai dacă x este G-echivalent cu y si g(x, y) €{0; 1}. Au loc incluziunile 


A(x) e KS(x) c G(x). 


Definiţia 2. Se numește acoperirea Weierstrass-Stone a lui L, mulți- 
mea tuturor funcţiilor feCV,(X, E), care au proprietatea că f(y) = f(x) 
pentru orice y e A(x) şi, in plus, f(x) = 0, dacă 8,|L = 0. Notam cu WS(L) 
acoperirea Weierstrass-Stone a lui L. 


Observajia 1. WS(L) este un subspatiu închis al lui CV,(X, E) care 
conţine închiderea L a lui L. Mai mult, dacă H este un subspatiu al lui 
CV,(X, K), atunci WS(H) este o subalgebra a lui CV,(X, K). 


Definiţia 3. Un subspatiu L al lui CV,(X, E) se numește spațiu Weier- 
strass-Stone (WS-spatiu) dacă L = WS(L). 

Observatia 2. Au loc următoarele implicații: 
7 L este WS-spatiu = L este KS-spatiu = L este G-spatiu, deoarece 
L c G(L) c KS(L) c WS(L). 

Observatia 3. Dacă of este o subalgebra cu unitate a lui CV,(X; K), 
atunci spunem că of este localizabilă în CV)(X, K), dacă of este localizabila 


în raport cu of în CVo(X, K). (Este cazul particular al definiţiei 2.3.1 cînd 
A = W.) Așadar, of este localizabilă în CV)(X, K), daca 


A = {f e CVX, E); flA(x) e AlA(a), (Y) eX). 


Este clar acum că of este localizabilă in CVo(X, K), dacă și numai dacă of 
este WS-spatiu. 
Din această observație si din teorema 2.3.1 rezultă: 


Teorema 1. Dacă A este o subalgebra cu unitate a lui CV (X, K), V-mar- 
ginită și autoadjunctă dacă K = C, atunci of este WS-spafiu. 
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„ Definiţia 4. Fie E si F două spaţii vectoriale topologice care nu. se re- 
duc la zero. Pentru orice n > 1, notăm cu PJ(E, F) subspatiul liniar al lui 
C(E, F) generat de toate aplicaţiile x — [e*(x)]"-y:E > F, unde e* € E* și 
y EF. Un element oarecare din Pi(E, F) se numește operator polinomial 
n-omogen, continuu, de tip finit, de la E în F. Cu PI(E, F) notăm subspatiul 
aplicaţiilor constante de la E în F. Subspatiul liniar al lui C(E, F) generat 
de y P(E, F) se notează cu P*(E, F). Un element oarecare din P (E, F) 

AU 


se numește operator polinomial continuu de tip finit de la E în F. 

Observatia 4. În § 2.13 s-a considerat spaţiul P(E, F) al operatorilor 
polinomiali continui de la E în F. Are loc incluziunea P'(E,F) c P(E, F). 
Într-adevăr, dacă pentru orice e* e E* si orice y e F vom considera opera- 
torul T:E” = F definit prin: 

Tae, s Xp) HOP (x1). e* (Xn) Y, 
atunci T este n-liniar si operatorul său asociat este p: E — F, definit prin 
B(x) = T(x, ..., 2) = [e*(x)]"+y. 


Definiţia 5. Pentru orice n > 1, notăm cu LS(E, F) subspatiul lui 
C(E", F) generat de aplicaţiile de forma 


(Xis Xos ees Xp) —> Ei (307) "62 (2) <- Ca (Xa) Ys - 


unde e; e E* pentru orice 7 = 1, 2, ..., %, iar y eF. Un element oarecare 
din Li(E, F) se numește operator n-liniar continuu de tip finit de la E” în F. 


In continuare, X este un spatiu complet regulat si E un spatiu local 
convex separat. 


Lema 1. Dacă L este un subspatiu liniar al lui CV,(X, E), atunci ur- 
mătoarele afirmaţii sînt echivalente: 
(1) Pentru orice hy, ha, ..., h EL și orice TeLi(E", E) avem T (hy, ha, ..., ha)eL- 
(2) Pentru orice heL și orice P e P(E, E), avem P(h) eL. 
(3) M={uroh; u* e E*, heL} este o subalgebra a lui CV (X,K) și 
M@®@EcL, op 
(4) (a) Pentru orice h e L, orice u* e E* și orice y e E avem (u*oh)-yeL, 
(b) Există un operator continuu T:E XE >E și un element y €E 
astfel i T(y, y) #0 și Tay, uy) = ayul(y, y), pentru orice 
A, eK. 
(c) Pentru orice ha, ha e L, avem T(h,, ha) E L. 


Demonstraţie. Implicatia 1) = 2) este evidentă. 

2) => 3). 

Din 2) rezultă că oricare ar fi u* eE*, heL și yeE avem 
(u*oh) O yeL si deci că M Q E c L. Din lema 2.14.1 rezultă că M este un 
subspatiu liniar al lui CV,(X, K). Pentru a arăta că M este algebră, este 
suficient să arătăm că (u*oh)?eM pentru orice u* e E* și orice keL, 
deoarece avem | 


* * . 1 2 * * > . 
(ui e h,)(uz° h) = {la oh, + uzoh)? — (ujoh, — uz °ha)?]. 
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Aşadar, fie h e L si u* e E*. Dacă u* = 0, atunci evident (4*oh)?e M. 
Dacă u* #0, fie ye E astfel încît u*(y) = 1 si fie P: E + E definit prin 
P(2) = [u*(z)]?y. Din 2) rezultă că Pohe L, deoarece Pe P(E, E). În con- 
tinuare, avem: 

(24% oh)? = (u*oh)?-u*(y) = u*[(u*oh)?y] = u*[Poh]e M. 

_ 3) = 4). Condiţia (a) rezultă din faptul că M @ E c L. Pentru a veri- 
fica condiţia (b), fie u*eE* si yeE astfel încît u*(y) = 1. Definim 
T:EXE +E astfel: T(s,î) = u*(s)u*(t)y. Operatorul T este evident con- 
tinuu si T(y, y) = y #0. Pentru orice à, u € R, avem 


Tay, py) = u*(ry)u*(ny)y = AUT (y, y). 
Dacă h,,h, eL, atunci 
[T (kis h3)](%) = Tiha(2), Pa(2)] = 020] ua) = 
= {[(u* o h) (u* 0 h)] E y X2). 
Deoarece M este algebră, rezultă că 
T (hi ha) = [(u* eh) -(u*¥oh.)] O yeM QEc L 

şi astfel am verificat şi condiția (c). 

Demonstrația implicatiei (4) = (1) se face prin inducție completa după n. 
Dacă n = 1 afirmația rezultă din (a). Presupunem afirmația adevărată pentru 
n Și o demonstrăm pentru n + 1. Fie 24, ..., Un, Unt, E€ E* și hu, ..., Bas Rap E L. 
Dacă notăm cu h = (ujch,)... (Up o ha) y Si cu k= (941° Pasa)" Y, atunci 
h e L din ipoteza de inducție, iar k e L din (a). Din (4) rezultă că T (h, k) e€ L. 
Deoarece T(y, y) # 0, există e* e E*, astfel încît e*[T(y, y)] = 1. Pentru 
orice z e E avem 


e*[T (h, k)lz = e*[ (i o h)... «(thn o ha)" (ttn41° Rari) TU, Y) = 
= [àui o hy)... «(tn o fn) (Una 0 har) 2. 
Cum [e*oT(h, k)] @zEMQECL, rezultă că ((ufoh,). ... . (n41 Ants) @ZEL 
și cu aceasta demonstraţia este terminată. 


Definiția 6. Un subspatiu L al lui CV,(X, E) care îndeplinește una din 
condiţiile echivalente (1) — (4) se numește subspatiu de funcții vectoriale de 
tip algebră. 

Observajia 5. Dacă L este un subspatiu liniar al lui CV)(X, E), atunci 
mulțimile de constanță maximale în raport cu L coincid cu mulțimile de con- 
stanță maximale în raport cu M. 

Prin urmare, pentru orice x e X avem: 


A(x) ={ye X; hly) = h(x), (Y) heL} ={yeX; my) = m(x), (Y) meM). 
Dacă notăm cu APS ={aeC,(X, R); a| A(x) = C, (constant)? atunci AVS 
separă elementele partiției { A (x) }zex- | 

Într-adevăr, dacă A(x,) # A(x,), atunci există &eL astfel încît 
h(x) # A(x). Fie u* e E* astfel încît u*(h(x,)] + u*{h(x,)]. Dacă notăm cu 
m = u* o h, atunci m e C(X, K) si m(x,) # m(x). 
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Fie « = max(|m(x;,)|; |m(x~)|) si fie p: K + K; definită prin 
| i daca isa | | 


W= a dacă |¢| >a. 


Este imediat acum că funcția f = pom e C,(X, K) și f(x.) = m(x) £ 
# m(x) = f(x). Cel putin una din funcțiile Ref sau Imf aparține la C,(X, R) 
şi ia valori diferite pe mulțimile A(x) și A (x3). 


Teorema 2. Fie L un subspatiu al lui CV (X, E) astfel încît M Q ECL. 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 

(1) L este localizabil în raport cu partitia { A(x) tex în CVo(X, E), 

(2) L este WS-spahu, | 

(3) M este localizabil în raport cu partitia { A(x) hex în CVo(ăX, K), 

(4) M este WS-spapiu. 


Demonstraţie. Pentru a demonstra că afirmatiile (1) și (2) sînt echiva- 
lente, procedăm la fel ca în demonstraţia teoremei 2.15.7. Faptul că afirmațiile 
(3) şi (4) sînt echivalente este imediat. 

Din lema 2.15.1 si lema 2.15.2 (în care înlocuim G(x) prin A(x) şi presu- 
punem că g(x, y) e(0, 1}) deducem că (M Q E)| A(x) este densă în L| G(x).. 
Conform observaţiei 5, algebra £75 separă elementele partiției { A(x) bey. 
Echivalenta afirmațiilor (1) si (3) rezultă acum din teorema 2.14.1. 


Definiţia 7. O submulțime L c CV,(X, E) se numește autoadjuncid, 
dacă mulțimea M = { u*oh; u* e E*, h e L) este autoadjuncta. 


Corolarul 1. Dacă L este un subspațiu autoadjunct al lui CVo(X, E) de 
tip algebră, astfel încît M este V-mărgimtă, atunci L este W S-spaţiu. 


Demonstraţie. Dacă L este subspatiu de funcţii vectoriale de tip algebra, 
atunci M este algebră și M Q E c L (lema 1). Deoarece M este autoadjuncta 
și V-mărginită, rezultă că M este localizabilă în CVo(X, K). Den teorema 2 
rezultă că L este WS-spatiu. 


Corolarul 2. Dacă L este un subspațiu autoadjunct al lui C(X, E) de tip 
algebră, atunci o funcție f e C(X, E) aparține închiderii lui L în C(X, E) în 
topologia convergenței compacte, dacă și numai dacă îndeplinește condițiile: 

(a) Pentru orice x,y EX peniru care f(x) # fly), există heL astfel 
încât h(x) # h(y). 

(b) Pentru orice x e X, pentru care f(x) # 0, există h e L, astfel încît 
h(x) # 0. 


Demonstraţie. Este clar că f e C(X, E) îndeplineşte condiţiile (a) și (b), 
dacă si numai dacă f e WS(L). Pe de altă parte, spațiul C(X, E) înzestrat cu 
topologia convergentei compacte, este spaţiul cu ponderi corespunzător fami- 
liei Nachbin V = { xg; K c X compact}, unde cu xg am notat funcția carac- 
teristică a lui K. Este evident că orice funcție m e M este mărginită pe supor- 
tul oricărei ponderi v = x, ¢ V. Din corolarul 1 rezultă că L este WS-spatiu 
si deci că E = WS(L). 
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Definiția 8. Spunem că subspatiul L c CV,(X, E) este peste tot diferit 
de zero, dacă pentru orice x e X, există k e L astfel încît h(x) 4 0. 


Corolarul 3. Dacă L este un subspațiu autoadjunct al lui C(X, E) de tip 
algebră, care separă punctele din X şi este peste tot diferit de zero, atunci 
L = C(X, E). 


Demonstrație. În ipotezele date, orice funcție f e C(X, E) îndeplinește 
condițiile (a) si (b). Conform corolarului 2, rezultă că f eŻ. 


Corolarul 4. Dacă A este o subalgebra autoadjunctă a lui C(X, K), care 
separă punctele lui X și este peste tot diferită de zero, atunci A Q E este densă 
în C(X, E). În particular, C(X ; K) Q E este densă în C(X, E). 


Demonstrația rezultă din corolarul 3, luînd L = A @ E. 


Corolarul 5. Dacă E și F sînt spații local convexe Hausdorff, reale, atunci 
spațiul P (E, F) al tuturor operatorilor polinomiali continui de tip finit de la 
E în F este dens in C(E, F). 


Demonsirajie. Subspatiul L = P’ (E, F) este de tip algebră. Pentru 
aceasta este suficient să arătăm că oricare ar fi P e PHE, F) si oricare ar fi 
qe P(E, F) avem go Pe PE, F). 

Daca P(x) = [e*(x)]"- y, unde e* e E* si ye F iar g(z) = ([f*(2)]"-u, 
unde f* e F* si u e F, atunci 


(ze P)(x) = [e* (x) [/*(y)]" > u. 


Dacă notăm cu w = [f*(y)] u, atunci we F si (qo P)(x) = [e*(x)}"*-w. 
Rezultă că qo PeP!„(E,F) < P (E, F). Pe de alta parte este evident că 
(P(E, F) separă punctele lui E si este peste tot diferit de zero. Afirmația re- 
zultă acum din corolarul 3. : 

Observatia 6. Spaţiul P'(E, F) nu este autoadjunct în cazul complex. 
Pentru a avea o afirmaţie asemănătoare celei din corolarul 5 și în cazul cînd 
spaţiile E şi F sînt complexe, se înlocuiește spațiul P(E, F) cu spaţiul P'(E,F), 
care se defineşte astfel: pentru orice n > 1, notăm cu P{(E, F) subspatiul lui 
C(E, F) generat de aplicaţiile x — [u*(x)]"- y, unde y eF si u*, sau conjugata 
sa complexă ū*, aparține la E*. Atunci pi (E, F) este spaţiul liniar generat 
de U PLE, F), unde cu I(E, F) am notat aplicațiile constante de la E în 
F. "Asadar, PE, F ) este un subspatiu autoadjunct al lui C(E, F) de tip alge- 
bra, care separă punctele lui X și este peste tot diferit de zero. Rezultă ca 
(p'(E, F) este dens in C(E, F). 


Capitolul 3 


TEOREME DE APROXIMARE ÎN SPAŢII 
DE FUNCŢII CONTINUU DIFERENTIABILE 


§ 3.1. Preliminarii și notații 


Fie Q o mulțime deschisă din R”. 
Dacă k= (ki, ...; Ra) e N" este un multiindice, atunci se notează. cu 
[ki =k, + ko + ...k, Și cu DE operaţia de derivare, adică: 


(1) D* = SERE i 
Ox4' + 0X2" ... Ox," 


Pentru orice 0 < p < œ se notează cu C?(Q) mulţimea funcţiilor de clasă p 
în O, adică mulțimea funcţiilor f: Q + R pentru care există D*f și este con- 
tinuă pentru orice multiindice k, cu || ~ 4. De asemenea se notează cu C}(Q) 
mulțimea funcțiilor din C?(Q) care au suportul compact în O. 

Evident C3(Q) se poate identifica cu mulțimea funcţiilor » e C2(R") 
care au suportul conţinut în O 

Deci 


C3(Q) = {p eCa(R"); suppec Q}. 
Elementele din Cg (Q) se numesc funcţii test în ©. Următoarea funcție 


f: R = R a fost considerată pentru prima oară de Cauchy și este definită 
astfel: 


e! dacă î<0, 


m=i dacă ¢ 2 0. 


Se verifică faptul că f este indefinit derivabilă pe R și 40) = =0= 
= lim J (é), pentru orice p e N*. Prin urmare f e C*(R). P 


” Cu ajutorul funcţiei fs se poate defini acum usor o funcțiė test ‘fn R” 
astfel: 


0 dacă ||xj| >-1 
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unde cu ||x|| s-a notat norma euclidiană a elementului x = (%,, Xo, ..., Xn): 
adica 


is = Sa 


t=1 
Această funcție are următoarele proprietăţi: 


9 > 0, p eCo(R"), suppe=tzeR”; |lzll < 1}. 


Mai mult, fără a restringe generalitatea, putem presupune că (ea =x |, 


Teorema 1. Dacă K este o submulțime compactă a lui Q, există o funcție 
p e Co'(0) astfel încît 0 < p < 1 si P=1 pe K. 


Demonstraţie. Dacă notăm cu 58 distanța de la K la CQ, atunci pentru 
orice 0 < y < 6 vom nota cu: 
K, = {x e R"; d(x, K) <n} si cu K, = {x e R”; d(x, K) < n}, 


unde d(x, K) înseamnă distanța de la x la K. 
Fie 0 <e < <e+e <3. Conform lemei Urison există o funcție 
continuă 4: R” — [0, 1] astfel încît 


1 daca x eK, 
u(x) = : 
| 0 dacă x ¢ Ky. 
Considerăm acum funcția 
%—z 
BD ula = | uz — 09) a0) dy = eh we) oF], 


unde ọ este funcția definită de (2). 
Dacă u,(x) # 0, atunci există y, cu ||y|| < 1, astfel încît x — ey e Ky, 

de unde rezultă că y e Kae. Rezultă că supp 4, © Kere 

Xx — 


Deoarece funcţia  — u(2) - ọ este indefinit derivabilă, rezultă 


că funcția u, definită în (3) este indefinit derivabilă si deci că u, e Co (Q). 
Daca x e Ky, si ||yl| < 1, atunci x — ey e Ky si m(x) = 1. 
Teorema 2. Fie Q o mulțime deschisă din R" și K o submulțime compactă 
a sa. Pentru orice f e C™(Q), există f e Cn(R"), astfel încît pentru orice x e K 
şi orice |p| < m, să avem 
f(x) = f(x) și D*f(a) = Dfa). 
Demonstraţie. Fie f e C”(Q). Conform teoremei 1, există ọ eCo(9), 
astfel încît e = 1 pe K. 
Definim funcția f: R” — R astfel: 
~ x)o(x) dacă x eQ, 
Fay = | hota) dacă 
0 daca x ¢ Q. 


Evident avem f(x) = f(x) pentru orice x e K. 
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Dacă notăm cu K, = supp 9g, atunci K, este o mulțime compactă și 
avem 


KckK,c O. 
_ Fie 
a= (a, a) E Fr Q = ONCA = A NCQ. 


Deoarece CQ c CK, și CK, este o mulțime deschisă, există / > 0, astfel încît 
pentru orice 1 < j < n, să avem 


x = (a, ...9 4-1 a; + h, Aiti ...3 a.) E€ CK.. 
Rezultă că f(x) = f fa) = 0 si deci că există 


iur 


Dacă y eQ, atunci 
Fe = FE) oly) HE 0) 


Deoarece g(a) = 2. (a) = 0, rezulta: 
1 


lim —— A n oale ri g TES tim FO), 
yea seca 7 


Aşadar, am arătat că fe CR”). Dacă x e K, atunci 
și deci 


În mod asemănător se verifică faptul că f e an si că D? f(x) = D? f(x) 
pentru orice x e K și orice multiindice $ cu |p| < 

Următoarea teoremă ne arată că pentru i PE compacte din R?” 
există partitii ale unităţii formate din funcţii indefinit derivabile cu suport 
compact. 


Teorema 3. Fie K o submulțime compacta din R" și fie O, Qo, «că Q, 
mulțimi deschise din R”, astfel încît 


K c U Q. 


i=1 


103 


Atunci există 9, e CE (Q), (i = 1,2, ..., m), cu proprietățile: 
m n 
9:20, >> 9, <1 pe R și Sie = 1 pe K. 
i=l i=1 


Demonstraţie. Pentru fiecare x e K, fie V, o vecinătate deschisă relativ 
compactă a lui x'cu proprietatea că V, este conținută în toate mulțimile Q, 
care-l contin pe x. Evident mulțimile {V,; x e K} formează o acoperire 
deschisă a mulțimii compacte K si deci există nu număr finit Vs, Vz, -s Vs, 
astfel încît 


Ke UV 
Jai 


Pentru orice ï notăm cu U; reuniunea acelor mulțimi V+, care sînt con- 
ţinute în Q,. Rezultă că U, este o mulțime compactă si U, c Qy. 

Din teorema 1 rezultă că există o funcție p, eCs(Q,), astfel încît 
O< f <1 sid, =1 pe U, 

În continuare considerăm următoarele funcții: 


1 = $; Sig = p; (1 — $y)... (1 — Vica) pentru i = 2, ..., m. 
Evident 9, > 0 si 9, e Co (Q). Pe de altă parte, avem 
t=1 
de unde rezulta ca 


Se <1 pe R” si D> g= 1 pe K. 


gol f=1 


§ 3.2. Teorema lui Bernstein 


Fie C”(R") algebra funcţiilor reale de clasă C” pe R” înzestrată cu topo- 
logia convergentei compacte de ordinul m. Această topologie este dată de 
următoarea familie de seminorme: 


fo UZ lle = sup {ID%f(y)|; y e E, |b| < m}, 


unde K este o submulțime compactă oarecare din R”. 


Teorema 1. (Bernstein). Algebra (P(R") a polinoamelor reale de n varia- 
bile este densă în C™(R")in raport cu topologia convergenţei compacte de ordinul m. 


Demonstrație. Fie f e C"(R") și K o submulțime compactă oarecare din 
R”. Fie de asemenea Q o submulțime deschisă din R” astfel încît K c Q. 
Din teorema 3.1.1 rezultă că există ~ eCo(0) astfel încît O< P< 1 și 
Ņ = 1 pe K. În continuare vom nota cu g = fọ ṣi cu K, = supp . Evident 
avem K, > K. 
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: SEA 2 1 ui 
În continuare fixăm o constantă 0 < a < ————— si notăm cu 


(diam K,)? 
pz f = (Key vey a) E E A < Îl. 
1<i<n Ja 
Pentru orice număr natural 7, definim următorul polinom pe R”. 
Ply, oes Xa) = (1 — axy ... (| — ax?’ 
unde a, este o constantă pe care o determinăm astfel încît 


| p(x) dx = 1. 
I 
După un calcul imediat rezultă că 


(1) apa af | a — wry au)” 


-1 


Dacă 0 <e < min(1, E) si notăm cu 
a 


| Se = {x = (Xi... , Xa) € R"; max |z] se), 
i i isign 
atunci 
— ge2)\"? e gnil2 
(2) sup ~,(%) = o,(1— ae?) = „Al — ar) a 
x e INSe ( 


1 n 
| (1 — w au} 
—1 

Pentru orice 0 < 8 < 1 avem 


(3) Y (1 — 02) du > | 


—8 


8 
-8 
Din (2) si (3) rezultă acum 
vay ( 1 — ac2\"" 
(4) gue PA) < (5 V12 32 


J s z , 1 — ae 
Să observăm că deoarece lim ———— 
5-0 1 — 32 
a 2 
astfel încât Î 74 <1 şi deci 


1 — è? 
a 2 \nr 
iat) eo 
r->0o 1— 82 
Așadar am arătat că 


(4) lim sup $,(x) = 0. 


r+ zeINSz 


(1 — Y du > (1 — ar du = 28(1 — 82)’. 


= 1 — ae? < 1, putem alege 0 < ò <1, 
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Pentru orice număr natural y definim pg: R” + R astfel: 
(5) (org) (2) = ale — a) a) dy = (pata — de 


Rezultă că p,g este un polinom pe R” si că 
(6) D?(p,e) (x) = [e,(D?g)] (x), pentru orice multiindice £. 


În continuare vom arăta că șirul de polinoame { p,g}, converge uniform pe K 
către g. 
Dacă x e K, si g(x — y) # 0, atunci y eI. Într-adevăr, în acest caz 
x — y € K, si deci avem: 


Iv = |x — (x — y)i| < diam K, < -= 


Așadar, pentru x € K, rezultă: 


I(e-g) (*) — g(x) = | \ Py) g(x — y)dy — |, (y) g(x) dy | = 
=, b(9) et — 3) — ela) dy < | b,(9) let — y) — eta) dy + 
IN Se 
+4 ply) lea — 3) — eta) dy < 2 Hell sup, 2405) + 
Se | y e INSe 


+ Sup le(x — y) — g(x)| \ ?,(y) dy. 


Din egalitatea (4) si din faptul că g este uniform continuă pe S,, deducem 
că p,g converge uniform către g pe K, și deci si pe K. 

Ţinînd seama de (6), este clar acum că în mod asemănător se arată că 
D*(p-g) converge uniform la D?g pe K. Deoarece pe K avem g = f ṣì D?g = D*f, 
rezultă că am demonstrat că f poate fi aproximată în topologia convergentei 
compacte de ordinul m cu polinoame și cu aceasta teorema este demonstrată. 


§ 3.3. Aproximarea funcţiilor continuu diferentiabile în cazul 
finit dimensional. Teorema lui Nachbin 


Pentru orice f e C”(R”) si orice x e R”, notăm cu Df(x) diferenţiala 
de ordinul întîi a funcţiei f în punctul x. Prin urmare, Df(x) este următoarea 
funcţională liniară pe R”. 


[Df(x)] (y) = 2 (x) yi +... + a (%) pq, oricare ar fi y = (Yq, ss Yn) ER” 
1 n 
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Teorema 1. (Nachbin). Condiţia necesară și suficientă ca o subalgebra ot 

a lui C™(R”) să fie densă în C™(R”) este ca să îndeplinească următoarele condiții: 
1) Pentru orice x e R” există f e A astfel încît f(x) # 0. 

2) Pentru orice x,y e R",x # y, există fe ch astfel încât f(x) # f(y), 

(3) Pentru orice x e R” si orice y e R”, y # 0, există f ech astfel încît 


(Df(x)(y) # 0. 


Demonstrație. Necesitatea condiţiilor (1), (2) şi (3) este evidentă. Ramine 
să demonstrăm ca dacă algebra of îndeplinește aceste condiţii, atunci este 
densă în C”(R") pentru topologia convergentei compacte de ordinul m. 

Fie K o submulțime compactă a lui R” și W > K o mulțime deschisă si 
conexă, astfel încît închiderea sa W să fie compactă. Fie x e W oarecare. 
Din (1) rezultă că există f, e cf, astfel încît f,„(%) # 0. Deoarece f, este conti- 
nua, există o vecinătate V, a punctului x așa ca f(y) # 0, pentru orice 
y e V, Cum mulțimea W este compactă, rezultă că există un număr finit de 
asemenea vecinatafi care acoperă W. 


| = — 2 
Fie xi, Xa, ...,%,) EW astfel încît W c U Vz și fely) # 0 pentru orice 
i=1 


y €W,,. Aşadar (fx (x), fe, (2), ---» fep(2)) # (0,0, ..., 0), pentru orice x eW. 
Fie a e R” fixat si fie y; € R”, y, # 0. Din (3) rezultă că există h, € of astfel 
încît [Dz (a) (y) # 0. Dacă n > 2, atunci există y, € R”, Ya Æ 0, astfel ca 
(D4,(2)](y2) = 0. Folosind din nou condiția (3), rezultă că există h, € œ cu 
proprietatea ca [Dh,(a)](y.) # 0. Dacă n > 3, atunci există y, € R”, ys # 0 
astfel încît [Dh (a) (y3) = (Dha(2)](y3) = 0. Pentru a si ys, există h, € of, 
astfel încît [Dk(a)](Y) # 0 si asa mai departe. Prin urmare, există funcţii 

1, Bos s Ba Et şi n vectori nenuli Yi, Yo, ..., Ya E R”, cu proprietatea că 
[Dh (a)l) # 0 si [Dh (a)y) = 0 pentru j < i(i < i < n). 

` Considerăm aplicația 0: R” — R” definită astfel: 


8(2) = { (Dh, (a)](x), (Dha(2)](), .... [Dha (a)](2) }. 
Să observăm că operatorul 6 este inversabil. Într-adevăr, pentru orice 
C = (Cy, Ca; «> Cu) e R”, există x, e R” astfel încît 0(x,) = c si anume x, = 
= Ny + Bye +... + NYa unde (9, AŞ, ..., A) este soluția (unică) a urmă- 
torului sistem de ecuații liniare: | 
AD, (2)](92) = Cu 
A[Dha(a)] (y1) + dal Dha(a)](92) = Ca, 


......._...................... ................ 


A Dh, (a)y) + da Dr la) (Ya) H --- + Aa Da (0019) = ca 


Deoarece operatorul 6 este inversabil, rezultă că următorul determinant 
este nenul: ` 
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Dacă considerăm aplicația y: R” > R” definită prin (x) = (h(x), ... 
..., A,(x)) și notăm cu b = V(a), atunci, din teorema funcţiilor implicite, rezultă 
că există o vecinătate deschisă V a lui a, si o vecinătate deschisă U a lui b, 
astfel încît 4: V — U este un homeomorfism de ordinul m. 

Deoarece W este compact, există un număr finit de vecinatati 


Vis Ve, s Ve, cu proprietatea că W c U V, si un număr egal de vecinatati 


U, Up, .,.. U,, astfel încît b;: V, > U, este un homeomorfism de ordinul m. 
Pentru fiecare 1 < i < 7, avem 


b, = (hå, hè, ..., hf). 
În continuare, notăm cu: 


Fotin = hi, (|srsr,lsjsn). 


Fie Q = (W x WN UU: x V,). Dacă (x,y) €Q, atunci x # y și 
| U | 


conform (2), există g e of, așa ca g(x) # g(y). Deoarece g este continuă, re- 
zultă că există o vecinătate deschisă V a punctului (x, y), astfel încît g(s) # 
# g(t) oricare ar fi (s, t) e P. Cum Q este o mulțime compactă, există un 
număr finit de vecinatati P,,..., V, şi q funcţii g}, go, ---» ga € of astfel încît 


(81(%), g2(2), ---. 8a(%)) # (e1(9), Sol), -> ga(9)) pentru orice (x, y) e Q. , 
n continuare, vom nota CU formani = & pentru orice k = 1, 2, ...,q Si 
cu N = p+ mn +4 q şi vom considera funcția O: R” — RA definită astfel: 


(x) = (fil), --- ful). 

Este clar acum că O: W — (W) este o bijectie si că O(W) nu conţine 
vectorul nul din RN, deoarece pentru orice x € R” avem (f(x), .:., f,(%)) # 
# (0, 0, ..., 0). Mai mult, rezultă cid: W —+(W) este homeomorfism de 
ordinul 7. 

Fie f o funcție oarecare din C"(R”) si fie o(y) = fl0-1(9)] pentru orice 
y €O(W). Evident, e e C™[®(W)]. Cum ©(W) > O(K) si O(K) este compact, 
din teorema 3.1.2 rezultă că există o funcție x: RY > R, continuu diferenția- 
ir de ordinul m, astfel încît x(z) = q(2), pentru orice z e ®(K). Dacă x e K, 
atunci 


A0(2)] = lE (x)] = A 010(3)]) = f(x). 
Așadar, 


I(x) = xLA(%), -~ fy(*)], pentru orice x eK. 


Din teorema lui Bernstein rezultă că y poate fi aproximată pe compactul 
Q(K) cu un polinom Q. Prin urmare, pentru orice e > 0 si orice multiindice & 
cu |k| < m avem: 


eur D*[x(>y) — Q(y)]] < e. 


Deoarece ®(K) nu conţine originea, putem presupune că polinomul Q 
se anulează în origine și atunci rezultă că Q(f,, ..., fy) € of. Prin urmare of este 
densă în topologia convergentei compacte de ordinul m în C”(R”). 
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§ 3.4. Generalizarea teoremei lui Nachbin la cazul infinit 
dimensional 


Pentru buna înţelegere a acestui paragraf, vom reaminti unele defini- 
tii si rezultate din calculul diferenţial în spații normate. | 

Fie E și F două spaţii Banach peste corpul K (K = R sau C) și fie Q 
o submulțime deschisă din Æ. Despre o funcție f: Q -F se spune ca este 
diferenţiabilă în punctul x e Q, dacă există un operator liniar și continuu 
T,: E >F , astfel încît pentru orice k e E cu proprietatea că x + heQ 
avem: 


f(x + h) — f(x) = Talh) + O(h), 


unde 0() este un element din F şi satisface condiția 


Dacă notăm cu L(E, F) spațiul Banach al operatorilor liniari și continui 
de la E în F, atunci 7, € L(E, F), este unic determinat și poartă numele de 
derivata funcţiei f în punctul x. În continuare, vom folosi notația Df(x) 
pentru derivata funcţiei f în punctul x. Prin urmare, Df(x) e L(E, F) şi are 
loc scrierea 


Pa + h) — f(x) = DAAA) + 0(4). 


Dacă funcţia f este diferentiabila în fiecare punct al mulțimii Q, atunci se 
spune că f este diferențiabilă pe Q. În acest caz se poate vorbi de aplicația 
x — Df(x) definită pe Q cu valori în L(E, F). Această aplicaţie va fi notată 
în continuare cu Df. 

Dacă aplicația Df: Q + L(E, F) este continuă, unde L(E,F) este în- 
zestrat cu norma operatoriala, se spune că f este continuu diferenţiabilă pe O, 
sau că f este de clasă C1 în Q. Spaţiul liniar al funcțiilor continuu diferenția- 
bile pe Q se notează cu C(Q, F). 

Fie f e CQ, F). Dacă Df: Q + L(E, F) este diferenţiabilă în punctul 
x e Q, atunci spunem că f este de două ori diferenţiabilă în punctul x. Deri- 
vata funcţiei Df în x se numește derivata a doua a lui f în x și se notează cu 
D?/(x). Daca Df este diferentiabila pe Q, spunem că f este de două ori dife- 
rentiabila pe Q. În acest caz, funcţia x + D2/(x) este definită pe Q şi ia valori 
in L[E, L(E, Fy). Spaţiul L[E, L(E, F)] se identifică cu spaţiul L(E,F) al 
aplicaţiilor biliniare continue de la E x E în F si se înzestrează cu următoarea 
norma: dacă U eL(E,F), atunci 


IVI = sup { Il U(x, ys Weil <1, Hyll < 1}. 


Dacă f este de două ori diferenţiabilă pe Q, vom nota cu D?f aplicaţia 
x > D?f(x): Q + L(E, F). Dacă această aplicație este continuă, spunem că 
f este de două ori continuu-diferenţiabilă pe Q, sau că f este de clasă C? pe 
Q. Spaţiul liniar al funcțiilor de două ori continuu-diferentiabile pe Q se 
notează cu C?(Q, F). Pentru n > 3, spaţiul C”(Q, F) se definește inductiv. 
Menţionăm doar faptul că L("E, F) este spațiul operatorilor m-liniari și con- 
tinui de la produsul carterian E” în F. 
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Pentru simplificarea notaţiilor, spațiul C(Q, F) al funcţiilor continue 
de la Q în F se notează cu C°(Q, F) și atunci D°f(x) = f(x) pentru orice x e Q. 

Dacă F = R, atunci C”(E, F) este o algebră si se notează mai simplu 
cu C"(E). 

Pe spaţiul C"(E, F) se consideră topologia convergentei compacte de 
ordinul m, care este data de următoarea familie de seminorme: 


IIl = max {sup ||D?f(x)|l, x € K}, 
. O<P<m 
unde K este o submultime compacta oarecare a lui E. 
Deoarece D?f(x) e L(?E, F), rezultă ca 
IDA) = sup { [DPA] (ya -e Yo) Ils Mell < 1,1 <<$} 


Definiţia 1. O subalgebra ot a lui CHE) se numește algebra Nachbin, 
dacă îndeplinește următoarele condiţii: 

(Ni) Pentru orice x e E, există f eof, astfel încît f(x) # 0. 

(N2) Pentru orice x, y e E, x Æ y, există fe of, astfel încît f(x) # f(y), 

(N3) Pentru orice x e E si orice y € E, y 3 0, există f € of, astfel încît 


Df(=)(9) z 0. 


În continuare cu H se notează un spațiu Hilbert separabil real, infinit 
dimensional și cu {¢,, n e N*} o bază ortonormală a sa. Pentru orice m e N* 
notăm cu H, spaţiul liniar generat de { ¢, €, ..., €,} și cu P, proiecția. ortogo- 
nală a lui H pe H,. In vederea prezentării unei teoreme de densitate a unei 
subalgebre Nachbin în C1(H) demonstrăm cîteva rezultate ajutătoare. 


Lema 1. Dacă { x, hey este un sir în H, convergent la x, atunci 
lim P,(%,) = x. | 
n> 


Demonstraţie. Deoarece fe, se este o bază ortonormală în H, avem 


[e ei 

X=Y aC, unde a, = < X, E, > pentru n e N (a, este coeficientul Fourier 
n=l 

al lui x în raport cu această bază). Rezultă ca 


P(x) =) AC 
k=l 
si deci ca 

lim P,,(x) = x. 
n> 

În continuare avem: 

|| P(x) on x| < | P„(,) ag P,(%)|I + Il P.(*) oes xil < IEZ p xl + 
+ || P.(*) — x|| +0 
Lema 2. Fie Y un Spațiu metric oarecare și fie T: H + Y o aplicație 


continuă. Dacă notăm cu T, = T o P, pentru orice n EN, atunci { T, } converge 
uniform la T pe orice submultime compactă K a lui H. l 
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Demonstraţie. Deoarece pentru orice x e H, P,(x) — x și T este continua, 
rezulta ca | 


lim T,(x) = lim T{P,(x)] = T(s). 


n-> © 


Prin urmare { T,,} converge punctual la T pe K. Să presupunem prin 
absurd că { T,} nu converge uniform pe K la T. Atunci, există e > 0, un șir 
crescător de indici , < ng < ... < ny <... si un șir {x,} C K astfel încît 


(1) [Tux — T(x) || > € pentru orice k = 1,2, 
Deoarece K este compact, din șirul { x,} se poate extrage un subsir con- 
vergent. Notăm acest subsir convergent tot cu { x,} si fie x = lim +. Din 
k-> 0 
lema 1 rezultă că 
lim Pr, (Xx) = y 
A->co 


și deci 
lim T[Pr.(%,)] = lim T,,(*,) = T(x). 
k>00 b> 


Dacă trecem la limită în (1) obținem 0 > ep ceea ce este absurd. 


Lema 3. Dacă notăm cu I operatorul identitate pe H, atunci { P,} converge 
uniform la I pe orice submulțime compactă K c H. 


Afirmația rezultă din lema 2 dacă luăm T = I si Y =H. 


Lema 4. Pentru orice submulțime compactă K c H, închiderea mulțimii 
B = U P,(K) 


este compactă. 

Demonstraţie. Afirmația va fi demonstrată dacă vom arăta că orice șir 
de elemente din B conține un subsir Cauchy. l 

Fie { x; }ey un sir oarecare din B. 

Dacă există n, astfel încît {x,} c P,,(K), atunci, evident, { x,} conține 
un subsir Cauchy, deoarece P,,(K) este o mulțime compactă. Dacă șirul 
{ x;} nu este conţinut în nici o mulțime P,(K), atunci există un sir de indici 
ty < Mg <. < m <... Şi un Subșir al şirului { x;} pe care îl notăm tot cu 
14;), astfel încît x, e P,,(K) pentru orice j e N. 

Fie z, e K astfel încît x, = Pa, (z). Deoarece K este compact, rezultă 
că șirul (2,) conține un subsir convergent, pe care îl notăm tot cu {z,}. Dacă 
z = lim z, atunci din lema 1 rezultă că 

joao 
z = lim P,,(z,) = lim x. 
j> Î-> 00 
Așadar, şirul { x,} conţine un subșir convergent. 
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Lena 5. Fie f eC!(H) şi fie fı = fo Pa pentru orice ne N. Atunci { fa } 
converge la f în topologia convergenter compacte de ordinul 1 a lui CHÌ. | 


Demonstraţie. Topologia convergenfei compacte de ordinul 1 pe C1(H) 
este dată de familia de seminorme 


I fllx = max {sup [f(x)|; sup IID/A)II > 


unde K este o submulțime compactă oarecare din H. 

Din lema 2, pentru Y = R, rezultă că {fp} converge uniform la f pe 
orice submulțime compactă K. 

Prin urmare 


lim sup |f„(2) — f(3)| = 
Rămîne să arătăm că 
lim sup || Df„(2) — Df(z)ll = 

Pentru orice x e K și orice n e N notăm cu 
(1) Pa(¥) = (Df) [P,„(x)] e H* (dualul lui A). 

În continuare, avem: 

Salt + h) — fax) = AIPa(2) + Pa(h)] — fLP,(*)] = 
= { D/P, (x)] {Pa (4)] + OP] = = (eal) (4)] + OLP, (A), 

de unde rezulta ca 
(2) > Dfa(x) = [pn(*)] ° P 


Deoarece H se poate identifica cu dualul siu H* (conform teoremei lui 
Riesz) si P, este un operator autoadjunct, avem 


[Pn(*)] oP, = P,[?(%)]. 
Pentru orice x e K si orice n e N avem 
?a(2) = (DAP, (2)] e (DAP, (K)] e (Df)(B), 
unde B = U P,,(K). Deoarece Df este continuă si B este compact (lema 4) _ 


rezultă că "DAB B) este compact. 
n continuare avem pentru orice x € K: 


IDA) — Df(x)il = lipa) e Pa — DAA) = 
= || Palga(*)] — DAI < I Palen(*)] — Pall + pal) — DAI. 


Din lema 3, cu observația că (Df)(B) este compact, rezultă că 


lim sup || P„[pa(2)] — @a(#) II = 0. 
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_ Pe de altă parte, din lema 2 rezultă că {,} converge uniform la Df 
pe K si deci A 
| lim sup |lgu(2) — Df(z)| = 0. 


Așadar, 
lim sup ||Df„(2) — Df(x)ll = 0 


si cu aceasta lema este demonstrata. 


Teorema 1. Fie H un spațiu Hilbert separabil și fie A c C1(H) o sub- 
algebră Nachbin. Fie { e, )nens 0 bază ortonormală și fie P, proiecția ortogonală 
a lui H pe H, = Span fe, £z, ..., €n}. Dacă există ny e N, astfel încît pentru 
orice n > M și orice g E€ of, să rezulte că go P E cA, atunci of este densă în C1(H) 
în topologia convergenţei compacte de ordinul 1. 


` Demonstraţie. Dacă notăm cu of, ={a|H,; a ect?, atunci of, este o 
subalgebra. Nachbin a lui Ci(H,). Într-adevăr, condiţiile (N1) si (N2) sînt 
evident satisfăcute. Urmează să verificăm (N3). | 

Fie x, y e H, cu y # 0. Deoarece of este algebră Nachbin, rezultă ca 
există a e of astfel încît [Da(x)](u) z 0. Dacă notăm cu a, = a | Hp, rezultă: 


(Dan) (A9) = {[D(ae PAY) = (Da) LPa(#)] 2,0) = 


= [(Da)(x)}(y) # 0. 
Din teorema- 3.3.1 rezultă că of, este densă in C1(H,) pentru topologia 
convergentei compacte de ordinul 1. ` 
Fie acum f e C1(H) arbitrar și fie f, = fo Pa 
Din lema 5 rezultă ca pentru orice compact K există un rang n, € N 
astfel încît ||(f— fallz < = pentru orice n > m. 
Deoarece of, este densă în C1(H,), rezultă că există a e astfel încît 
lH, — a|Hyllx, <—, unde K, = P,(K). 
Să observăm însă că || f|H, — @|H,||x, = || fo Pa — a° Pallig- 
Așadar, pentru orice n există a eof, astfel încît 
€ 
lfa — a° Pall < =: 
2 
Dacă presupunem acum că n > max(no, m), atunci g, = ao P, Ect si 


(= galie < Wf —Salla + We — Salle < Epiese 


Cum e si K au fost arbitrari, rezultă că fe. 

Observajia 1. Teorema 1 încetează de a mai fi adevărată pentru C”(H) 
dacă m > 2. Într-adevăr, să considerăm algebra P,(H, R) a polinoamelor 
continue de tip finit, adică algebra generată de funcţiile de forma 'x— [fj(x)]* ... 
«+ Lfn(20)k, unde ff e H* si k; e N pentru orice i = 1, 2, ..., n. Să observăm 
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ca algebra @,(H,R) este o algebră Nachbin. Deoarece condiţiile (N1) 
‘gi (N2) sînt evident satisfăcute, să verificăm condiția (N3). Pentru aceasta, 
fie x,y EH, y #0 şi fie f* e H* astfel încât f*(y) # 0. Dacă notăm cu 
po) a = fla) pentru orice x eH, atunci pE@P,(H, R) si D(x) = f*. 


Rezul 


[DA(x)](y) = f*(y) # 0. 


Pe de alta parte este evident că dacă peP,(H, R), atunci și 
pe ° Pa e P„H, R) pentru orice n eN (deoarece dacă f* e H*, atunci 
și f*o P, e H*). Rezultă că @,(H, R) satisface ipotezele teoremei L. Fie 
ge Cita definită astfel: 


ps e 


g(a) = > lall? = — <4,% >. 


Vom arăta ca daca H este infinit dimensional, atunci g nu poate fi aproxi- 
mata (in raport ca topologia convergentei compacte de ordinul 2) cu un ele- 
ment din P,(H, 

Se: verifică imediat că [Dg(x)](h) = <x, h> si [Dg(x)](k, k) = <h, k>, 
pentru orice h, k e H. 

Deoarece, conform teoremei lui Riesz, H* = L(H, R) se poate identifica 
cu H, rezultă că [D?g(x)](k) = k pentru orice k e H. Cu alte cuvinte D?g(x) = 
= I, (operatorul identitate pe H) pentru orice x e H. 

Pe de altă parte, se constată că dacă p e P,(H, R), atunci pentru orice 
x e H, operatorul D2p() este de rang finit. 

Într-adevăr, fie pentru început p(x) = [f*(x)]*, unde f* e H* sia e N*. 
Se verifică cu ușurință că Dp(x) = of f*(2)]'-1-f* si [D?b(x)](k, k) = 
= afa — Deta) f f). 

Fie u€ H astfel încît f*(k) = < tto h> pentru orice k e H. Atunci 
putem identifica 


[D°p(x)](A) = a(x — DES (2) + f*(k) -1 

Rezultă că [D?p(x)] (k) e Span { uo} (spațiul liniar generat de 49). Așadar, 
pentru orice x e H, rangul operatorului D?(x) este egal cu 1. 

Este clar acum că dacă # este un element oarecare din ain R), atunci 
rangul operatorului D?4(x) este finit pentru orice x e H. 

Rezultă că operatorul identitate D2g(x) = Iş nu poate fi aproximat cu 
operatori de forma D?p(x), unde 2 e P,(H, R), dacă H este infinit dimensio- 
nal. Cu alte cuvinte, algebra P,(H, R) nu este densă în C2(H, R) pentru topo- 
logia convergentei compacte de ordinul 2. 


§ 3.5. Aproximarea funcţiilor vectoriale continuu diferentiabile 


Fie F un spaţiu Banach si fie C"(R”, F) spaţiul funcţiilor definite pe 
R” cu valori în F de clasă m. In acest caz topologia convergentei compacte 
de ordinul m pe C”(R”, F) este dată de familia de seminorme: 


f > fila = sup {|D°f(x)||; x €K; |p| < m), 
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unde K este un compact oarecare din R”, p = (fy,...,%,) e N” este um 
multiindice, |p] = ky +... + ką $i 


arr ae 


Teorema 1. Produsul tensorial C°(R") Q F este dens in Co(R”, F) (spa- 
fiul funchiior continue pe R” cu valori în F) în raport cu topologia convergenter 
compacte. 


Demonstrație. Fie f e Co(R", F) si fie K o submulțime compactă. oarecare 
a lui R”. Deoarece f este continuă, pentru orice x e K și orice e > 0, există. 
o vecinătate deschisă V, a lui x astfel încît 


(1) f(y) — f(x) || < pentru orice y eV,. f 


Cum K este compact, există un număr finit de vecinatati V,,, ..., Vra 
astfel încît l 


Ke UVa. 
ici 


Din teorema 3.1.3 rezultă că există q, e Co (Vz), (i = 1, 2, ..., m), cu 
proprietăţile: 


p > 0, Pp <1 pe R si Pg= l pe K. 
t=1 i=l 


Să observăm că pentru orice y e R” are loc inegalitatea 


(2) fed) — Fader) Il ely). 


Într-adevăr, dacă y € Vx, atunci (2) rezultă din (1). Dacă y¢ Vz» 
atunci ọ;(y) = 0 şi (2) este evident adevărată. 
n continuare, pentru orice y € K, vom avea: 


IFO) — Sees) I= b> LDA) — PAANI < 


m 


< DD DAO) — edl < e 2 p(y) =e. 


is 
Dacă notăm cu y; = f(x), atunci y, eF și avem: 
(3) I] F(x) — >> (% @ 9(9)ll <s, pentru orice y e K 
i=l 
și cu aceasta teorema este demonstrată. — 


Corolarul 1. Produsul tensorial C°(R") Q F este dens în CO(R”, F) în 
raport cu topologia convergenjei compacte. 


Afirmația rezultă imediat din teorema 1 tinind seama că C™(R*)< CR"). 
Următorul rezultat este o generalizare imediată a teoremei 3.2.1. 
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Teorema 2. Spaţiul C°(R", F) este dens in C"(R", F) în raport cu topolo- 
gia convergentet compacte de ordinul m. 

Fie feC"(R",F) si K o mulțime compactă oarecare din R”. 
Fie g e C"(R”, F) cu suport compact, astfel încît g = f pe K. Dacă p,: R"—R 
(re N) este șirul de polinoame care intervine în demonstrația teoremei 
3.2.1 şi notăm cu 


(ere) (2) = (pu — yely)dy = | ate — 22, 


atunci pg e C”(R", F) şi D?(p,g) converge uniform pe K la D?g = D’f, 
pentru orice multiindice p cu |p| < m. (Se procedează ca în demonstrația 
teoremei 3.2.1 înlocuind |D?(p,g)(x) — Dg(x?)| prin || D?(e,g)(x) — D®g(x)||). 


Teorema 3. Produsul tensorial C*(R") Q F este dens in C"(R",F) în 
vapori cu topologia convergenței compacte de ordinul m. 


Demonstraţie. Fie f ¢C™(R", F) şi K o submulțime oarecare din R”. 
Dacă Q > K este o mulțime deschisă, atunci din teorema 3.1.1 rezultă ca 
există p e Co (Q), O < b < 1, astfel încît p = 1 pe K. Notăm cu g= fọ 


dacus | a(x — y)p (y)dy. 


Deoarece g e C?(R”, F), din teorema 1 rezultă că există un sir genera- 
lizat (44) e C°(R") @ F, astfel încît {4,} converge uniform la g, în raport 
cu topologia convergentei compacte de ordinul m. Înlocuind eventual func- 
țiile 4, prin 4,), putem presupune că supp %4; c supp g c supp }. Pentru 
orice 7 fixat, avem evident p,h, e C” (R°) 9 F. l 


Observăm de asemenea că pentru orice multiindice p și orice x e R" 
avem: 


{1)  ID?(ẹ,%:) (x) — D?(e,g)(x) || < up illy) — g(y)il 1) „Depdz— 1 


unde K, = supp) > K. 


Deoarece { k, } converge uniform pe K; la g, rezultă că D?(p,h,) converge 
uniform pe K la D?(p,g), pentru orice p. Pe de altă parte, din teorema 2 
rezultă că D?(o,g) converge uniform pe K la D?f(cind 7 > co), pentru orice p 
cu |p| < m. 

In continuare avem: 


(2) IDPA) — D?(p,h,)(x) [| < IDA) — D?(erg)(3)ll + 
+ |1D?(e,g)(x) — D?(e,4,)(*) II. 


Deoarece membrul dreptal inegalitatii (2) tinde la zero, pentru x eK 
și |] < m, cînd r + œ sit > œ, rezultă că f se aproximeaza pe K cu p,h, € 
e C*(R") Q F in raport cu topologia convergentei compacte de ordinul m. 


Corolarul 1. Produsul tensorial C™(R") Q F este dens în C™(R", F) pentru 
Zopologia convergenței compacte de ordinul m. 
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Reamintim că dacă E si F sînt spaţii Banach si L este un subspatiu 
al lui Co(E, F) cu proprietatea că pokeL pentru orice keL şi orice 
p e PI(F, F), atunci L se numeşte subspatiu de funcții vectoriale de tip algebră. 
Cu PL(E, F) se notează spațiul polinoamelor continue -omogene de tip finit, 
de la E în F (vezi definiția 2.16.4). 

n continuare, despre un subspatiu of c C"(E, F) spunem că satisface 
condiţiile (N) dacă: 

1° Pentru orice x e E, există f € ot astfel încît f(x) 40. 

2° Pentru orice x, y EE, x # y, există f eof astfel încît f(x) # f(v)- 

3° Pentru orice x, y e E, y # 0 „există f € of astfel încît [Df(x)](y) # 0- 


Teorema 4. Fie F un spațiu Banach real si fie A c C™(R", F) un sub- 
spațiu de tip algebră. Atunci oA este densă in C™(R", F) dacă şi numai dacă A 
satisface condițiile (N). 

Demonstraţie. Deoarece necesitatea este evidentă, rămîne să demonstrăm 
suficiența. 

Fie M=(u*oa; ut eF*, a eA}. Din lema 2.16.1 rezultă că M este 
subalgebra în C"(R”) si M @ Fc a. 

Din teorema 3.3.1 rezultă că M este densă în C™(R") în raport cu to- 
pologia convergentei compacte de ordinul m. Rezultă atunci că M @ F este 
densă în C™(R") ® F si din corolarul 1 de la teorema 3, că M 9 F este densă 
în C*(R", F). 

Deoarece M 8 F c ot, rezultă ca of este densă în C”(R’, F). 


Extinderea teoremei lui Nachbin (teorema 3.3.1) la cazul infinit dimen- 
sional nu este posibilă pentru m > 2 (Vezi observaţia 3.4.1). 


J.B. Prolla a introdus o nouă topologie pe spaţiul C"(E, F), notată 
în continuare cu t, care coincide, în cazul cînd E este finit dimensional, cu 
topologia convergentei compacte de ordinul m. 


Fie E şi F spaţii Banach reale. Vom nota cu t, topologia convergentei 
compacte de ordinul m pe C”(E, F). Această topologie este dată de familia 
de seminorme 


f= fila = max {sup ||D?f(x)||; z e K), 
o<p<m 
unde K este o submulțime compacta oarecare din E, iar 


IDAS) = sup { [I[D°f(x)(9, -> Yl; ll <1, 1<i< p} 


Cea de-a doua topologie care se consideră pe C”(E, F) si care se notează 
cu 7,, este data de următoarea familie de seminorme 


J> fa, e = max {sup IDPA; x eK, yeB), 
unde K si B sînt două submultimi compacte oarecare din E iar 


- PDA (9) = DRY, y). 
Evident, l 
[D°f(x)]*(y) = f(x) oricare ar fi y € E. 
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În continuare cu H notăm un spațiu Hilbert separabil real si cu 
{e;n e N*} o bază ortonormală a sa. Dacă notăm cu H, = Span { é,..., €n }, 
atunci P, reprezintă proiecția ortogonală a lui H pe H,, iar 7, scufundarea 
canonică a lui H, în H [j (x) = x pentru orice x e H,). 


Lema 1. Dacă A c C"(H, F) este un subspațiu de op algebră, care sa- 
disface condițiile (N), atunci 


An A, = {fo in; feck} 
este t,- densă în C™(H,, F), 
Demonstraţie. Se verifică ușor că câ, este un subspatiu de tip algebră 


al lui C"(H,, F) care satisface condiţiile (N). Afirmația rezultă atunci din 
teorema 4. 


Lema 2. Dacă f e C"(H, F), atunci şirul {fo P,} converge în topologia yi 
către f. 


Demonstraţie. Fie K si B submultimi compacte în H si 7 = sup { ||yl]|; 
y e B}. Deoarece K este o mulțime compacta $i D?/ este continuă pentru 
orice 0 < p < m, rezultă că pentru orice e > 0, există 3 = 3(e) > 0, astfel 
încît pentru orice x e K si y eE cu ||x— y||< ð, sa avem 


. p p € 
(1) ta) — fyl <e si || D8f(x) — D*f(9) || SFP’ (1.< $ < m). 
Notăm cu p = max {sup || D?f(x) || ; x e K} si alegem y > 0 astfel încît 
SPsm 


2pp(r + nPip<e(ls<2sn). 


Din lema 3.4.1 rezultă că există n e N, astfel încît pentru orice n > He, 
orice x e K si orice y e B să avem: 


(2) | Pax — zl <8 şi Py —yll< m 
Din (1) și (2) rezultă că pentru x eK sin > Mo avem 


(3) OA) —S(Pax)[l <e şi [| D(x) — (DAP, *) 1 < 


ee 
2(r + 1)? 
În continuare, pentru orice x e K, orice y €B şi n > m avem: 
(4) I[D®/(*)]* (Pay) — (D?APa2))” (Pay) Il = 
= |DA) — DA Pax) (Pay, +» Pall < 
< IDA) — DAPDI: NPI? < E) <5. 
Pe de altă parte, deoarece D?/(x) este un operator $ liniar, avem 
I[D®A(x)]* (Pay) — DAAA < DAAI - 2: y — Payll DY + - 
+ I Pay — yP>. 
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Dacă ze K, ye B și n > m, atunci rezultă: 
(5) I[D*/(x)]* (Pay) — [DPA] (I < eed nr + n! <e/2. 
Din (4) şi (5) rezultă acum | 
(6) DAA) — [D?AP,x)]*(P,y) Il < e pentru x € K, y e B și n > no. 
Deoarece 
[DP(f o P)(2)1* (>) = [D?f(Pax)]” (Pay), pentru orice y e H, 
rezultă că 
|f — fe Palle.» <e pentru orice n > ne 
și cu aceasta lema este demonstrată. 


Teorema 5. Fie of c C"(H, F) un subspapiu de tip algebră care satisface 
condițiile (N). Dacă există ng e N astfel încît fo P, e A pentru orice f e A si 
orice n > no, atunci of este z, densă în C™(H, F). 


Demonstrahe. Fie K şi B submultimi compacte în E = e > 0. Din lema 2 
rezultă că există n; e N astfel încît || f—foP,|| < — > pentru n > n, Fie 
n > max (no, nı) fixat, fie K, = P,(K) si r= sup{ ian yeB!. Din 
lema 1 rezultă că există g e of astfel încît 


€ 
(1) Ilg oia — (fo Pa) ojallx, < È < ur +P" (1 < $ < m). 


Tinind seama de definiția ` topologiei +, si de faptul că „o P, = P, iar 
P,,°jn° Pa = Pa, din (1), rezultă pentru orice x eK: 


(2) lel Pa(x)] —fLPa(*))II <> 


și 
(3) LD?(g°Fn))(Pu*) — D(f o Pa) Ja Paa)ll <8, (1 < p< m). 
_ Deoarece pentru orice y e E avem 
(4) {[D?(g e 12)]( Pax) 3” (y) = [D?g(P*)]* (Pay) 
$i 
{D(f o Pa) °Fn)(Pax) (9) = {[D*(fe Pa)(Pux) }* (Pay) 
şi tinfnd seama de (3) avem mai departe: 
(S DEPP) — (DFe PAP, y (P3) < >> 
(xeK, ye B, 1 <p<m). 
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Din (5) rezulta 
(6) IDE PAI) — DSe PON) <= pentru x ek, 
a | yeBsil<p<m. | 
Din (1) si (6) rezultă 


(7) $ Ifo Pa — go Pallz. s < = 


şi deci | | 
(8) If— go Pella,s < IS — fo Palle, a + Ife Pa — go Pallas <e 
si cu aceasta teorema este demonstrată. î 


Capitolul 4 


TEOREME DE APROXIMARE 
IN SPAŢIUL FUNCŢIILOR AFINE 
ŞI CONTINUE PE UN COMPACT CONVEX 


§ 4.1. Preliminarii şi notații 


În acest paragraf vom reaminti cîteva noţiuni si rezultate de bază din 
teoria Choquet. Pentru demonstraţii, recomandăm oricare din monografiile 
(1), [12], (43). | 

Peste tot în acest capitol, cu K se notează o submulțime convexă 
compactă dintr-un spațiu local convex separat E și cu C(K, R) spaţiul Banach 
ordonat al funcţiilor reale continue pe K, înzestrat cu topologia convergentei 
uniforme, dată de norma ||f|| = sup { |/(x)|, x e K}. 

Cu M(K, R) se notează spațiul măsurilor Radon (reale) pe K, adică 
dualul (tare) al spațiului Banach C(K, R), iar cu Mi(K) se notează submul- 
timea varia a măsurilor Radon pozitive pe K de norma 1 (|/p|| = 
= p(l) = 1). 


Definiția 1. O funcție f: K + R se numeşte concavă (convexă) daca 
pentru orice două puncte +,, x, e K si orice 0 < A < 1 rezultă 


FAx + (1 — Na] > AS (a) + (1 AS (xa) 
respectiv 
fixi + (1 — Axa) < Af (x) + (1 — A) F(x). 
O funcţie care este simultan concavă și convexă se numește afind. 
Vom nota cu A(K), spaţiul funcţiilor (reale) afine si continue pe K. 


Teorema 1. (H. Bauer). Pentru orice măsură u e Mi (K) există un punct 
unic Cu E K astfel încît u(a) = a(c,) pentru orice a e A(K). Acest punct cy se 
numește baricentrul măsurii u. 


Dacă L este un subspatiu al lui A(K) care conţine funcţiile constante, © 
atunci notăm cu 


RL) = (ue Mi (K); u(h) = A(x) pentru orice h eL}. 


Tinind seama de teorema 1 rezultă acum imediat că u e R,((A(K)] 
dacă si numai dacă u e Myf (X) si x = cu. Pentru orice x e K se notează cu e, 
măsura Dirac a punctului x, adică măsura f > f(x): C(K, R) > R. 
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Teorema 2 (H. Bauer). Un punct x e K este extremal dacă și numai dacă 
RAA(Ă)] = {8} 
În continuare vom nota cu 8K mulțimea punctelor extremale ale lui K. 


Teorema 3 (H. Bauer). Orice funcție reală, superior semicontinud $i con- 
vexă pe K îşi atinge maximul în dK. 

În particular, orice funcție afină şi continuă pe K îşi atinge valoarea maxi- 
mă $i valoarea minimă in OK. 


Definiţia 2. Fie K o submulțime compacta convexă a spațiului local 
convex separat E și fie H un 1 hiperplan închis în E cu proprietatea că 0 ¢ H 


și H > K. Dacă notăm cu K conul generat de K, atunci K = iale A > 0, 
x e K} si acest con introduce o relație de ordine parțială pe £ si anume 
<y dacă și numai dacă y — x EK. Compactul convex K se numeste 
i A Choquet, dacă spaţiul liniar K — K este latice în raport cu această 
ordine. 
| Teorema 4 (D.A. Edwards). Dacă K este simplex Choquet și —f, g:K — 
= (— co, 00] sînt funcții concave, inferior semicontinue, atunci există a e A(K) 
astfel încât f < a sg pe K. 
Definiţia 3. Un subspatiu L al lui A(K) se spune că are proprietatea 


lui Riesz de separare (sau proprietatea interpolatorie) dacă pentru orice 
his ho, ha hy E L în situaţia max(h,, ho) < min(hg, 44) există k e L astfel încît 


< 
max(h,, ha) < h < min(hs, ka). 


Dacă în definiția 3 se înlocuieşte peste tot semunl “<“ cu semnul “ <“, 
atunci se spune că L are proprietatea lui Riesz de separare slabă. Din teorema 4 


rezultă: 
Corolarul 1. Dacă K este simplex Choquet, atunci A(K) are ambele pro-. 
prietati ale lui Riesz de separare. 

Definiția 4. O submulțime convexă și nevidă F a lui K se numește 
față, dacă are proprietatea că Ax + (1 —A)y €F, unde x,y eK ṣi0 <A <1 


implică x, y eF. În particular, x e K este extremal dacă și numai dacă { x} 
este fata. Se observă imediat că dacă F este fata in K, atunci 


2F =F N aK. 


Definiţia 5. Pentru orice f e C(K, R) si orice x e K, definim f (x) = 
= inf{a(x); a ¢A(K), a> f}. Este imediat că f este o functie concava, 


superior semicontinuă si finită pe K. 
Teorema 5. (Choquet-Meyer). Dacă K este un compact convex, atunci 
următoarele afirmaţii Sînt echivalenie: 
1) K este simplex Choquet, ; 
.2) Pentru orice funchie f superior semicontinud și convexă pe K, funcția $ 
este afină, 
3) Dacă f şi g sînt convexe și continue pe K, atunci f + g= afa FE g 
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Teorema 6. (Choquet). Fie K un compact convex metrizabil. Atunci K 
este simplex, dacă și numai dacă pentru fiecare punct x e K există o singură 
măsură u e (K, R), care îl reprezintă pe x [p(a) = a(x) pentru orice a e A(K)] 
și care este suportată de 2Klu(B) = 0 pentru orice submulțime B închisă de 
tip Ga a lui K\ 0K). | 

Teorema 7. Dacă K este simplex Choquet şi D c OK este o submulțime 
compacta, atunci orice funcție f e C(D, R) poate fi prelungită la o funcție afină 
și continuă pe K cu păstrarea normei. Dacă K este simplex Bauer (0K = OK), 
atunci orice funcție f e C(2K, R) poate fi prelungită în mod unic la o funcție 
din A(K) cu păstrarea normei. 


Teorema 8. (Bauer). Dacă K este un compact convex, atunci următoarele 
afirmaţii sînt echivalente: 

(1) K este simplex Bauer, f : 

(2) Pentru orice funcție f convexă și continuă pe K, funcția f este afină 
și continuă pe K, 

(3) A(K) este latice în raport cu ordinea naturală a funcțiilor reale pe K. 


§ 4.2. O teoremă Stone-Weierstrass pentru simplexe Choquet 


Fie K un compact convex și L un subspatiu liniar de funcții afine si con- 
tinue pe K. Pentru orice x e K notăm cu Q(x) = {y e K; h(y) = A(x) pentru 
orice k e L}. Evident mulțimile Q(x) sind convexe, închise și au proprietatea 
că dacă x, Æ %2, atunci sau Q(x,) = Q(x) sau Q(x) N Q(x) =Ø. - 

Observaţia 1. Subspatiul liniar L introduce o relație de ordine pe spa- 
tiul măsurilor M(K, R) pe care o notăm cu , < “ si anume: p < v daca p(h)< 


< v(h) pentru orice 4 e L. Dacă k e L, atunci si —k e L de unde rezultă că 
RL) ={ u e Mi (K); p(k) = h(x), (V)h eL}={ p e Mi(K); n < ez): 


Propoziția 1. Fie ue M} (K) și x e K. Atunci we R,(L) dacă și numa 
dacă baricentrul său cu e Q(x). 


W S RTENE: Dacă u e R,(L), atunci pentru orice h e L avem p(k) = 
= h(x). 

Deoarece cy este baricentrul lui u rezultă că p(a) = a(c,) pentru orice 
a e A) În particular, pentrumprice k e L avem p(k) = A(cy). Rezultă că 
A(cu) = h(x) pentru orice h e Dai deci că cy € Q(x). 

Dacă cu ¢ Q(x), atunci există hy e L asa ca ho(cy)  ho(x). Pe de alta 
parte, avem p(ko) = ko(0u), deoarece ko e A(K) și cu este baricentrul lui p. 
Rezultă că pho) Æ ho(z) și deci că ue R,(L). ak 


Definiţia 1. Pentru orice fec(K, R) si orice x e K notăm cu fa = 
= inf{A(x); heL, h > f} (4) 


În cazul particular cînd L = A(K), notăm cu: F (x) în loc de f(x). 
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Observafia 2. Este imediat ca f este superior semicontinuă si concavă 
pe K. Observăm de asemenea că f este constantă pe fiecare mulțime Q(x) 
si că f= f dacă f eL. Mai mult, pentru orice punct x e K aplicaţia f > 
— f(x):C(X, R) > R este subliniară. 


Propozitia 2. Pentru orice f e C(K, R) şi orice x e K avem 
fix) = sup{ u(f); n e R,(L)}. 


Demonstrație. Dacă pentru orice g eC (K, R) notăm cu #,(g) = g(x), 
atunci f, este o funcţională subliniară pe C(K, R) si conform teoremei 


Hahn-Banach, pentru f, există o funcțională liniară și continuă p, pe C(K, R) 


[deci p, e M(K, R)) astfel încît u,(f) = p(f) =F (x) și (6) < Pele) = E0) 
pentru orice g e C(K, R). Observăm că dacă g < 0, atunci E(x) < 0 şi deci 
u (g) < 0, ceea ce ne arată că p, este o măsură pozitivă. 

Dacă h e L, atunci 


uh) < W(x) = h(x) = e). 
Tinind seama de observaţia 1 rezultă că p, e R,(L). Așadar, 
fa) = vf) < sup{ u(f); pe R,(L)}- 


Pe de altă parte, dacă p e R,(L), atunci u(k) < h(x) pentru orice 4 eL, 
Rezultă că 


u(f) < inf{k(x); h eL, h > f}= f(x) pentru orice p € R,(L) 
şi deci că 
sup{ u(f); ue R,(L)} < f(x). 
Corolarul 1. Dacă x e dK, atunci 
fle) = fle). 


Afirmatia rezultă imediat din propoziția precedentă pentru L = A(K) 
gi din teorema 4.1.1. F 


Propoziția 3. Dacă f este o funcție continuă și concavă pe K, atunci 
F(x) = f(x) pentru orice x EK. 
Demonstraţie. Deoarece f este continuagsi concavă, următoarea mulțime 
Sub(f) ={ (x,a) eK x R; f(x) > a} 


este convexă Și închisă. Presupunem prin absurd că există x, e K astfel 


încît f(x) < firo). Atunci punctul [%, Ara] ¢ Sub(f) si deci există o functi- 
unală liniară si continuă T: E x R > R astfel încît 


Tia Îl] >A > sup{ Tla, a); (x,a) © Sub(f)}. 
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În particular, avem 


Tino, 0) > Tao, flo), 
de unde rezultă. că 
T(0, 1) >0. 

— T(x, 0) 
ae !) 
și T[x, h(x) = pentru orice «eK. Cum Tx, k(x) =A > Tix, f(x)] 
pentru orice x e K, rezultă că h > f si deci vom avea h > f pe K. Pe de 
altă parte 7[%p, KEA > A = Tix, h(xo)], de unde rezultă că NEA > h(x), 

ceea ce este absurd. 


Dacă pentru orice + e K punem h(x) = , atunci k e A(K) 


Propoziția 4. Dacă f este o funcție continuă şi concavă pe K, atunci 


F(x) = sup {f(y); y e Q(x) }. | 
Demonstraţie. Dacă heL și h >f, atunci I(x) < h(y) = h(x) pentru 
orice y €Q(x). Rezultă că f(y) < f(x) pentru orice y €Q(x) si deci ca 
sup { f(y); y €Q(x)} < f(x). 


Pe de alta parte, deoarece f este concavă, pentru orice măsură ueM} (K) 
avem u(f) = f(cu). Într-adevăr, din propoziţiile 2 și 3, avem 


Sco) = flex) = sup{v(f); v e RyLA(K)]} > pÇ). 
Tinind seama și de propoziția 1, in continuare, vom avea: 
f(x) = sup (u(f); u € R,(L)}= sup{u(f); cu €Q(x)} < 
< sup (f(c); cu e Q(2)) < sup {f(y); y e Q(x) }- 


În continuare, despre subspatiul L se presupune că îndeplinește ur- 
mătoarele condiţii: 

(1) L conţine funcţiile constante, 

(2) L are proprietatea lui Riesz de separare, 

(3) Pentru orice e > 0, orice x e 3K gi orice h EL cu h(a) = 0 există 
keL, k 20, k >h și k(x) <e. 


Propoziția 5. Dacă x e ôK, atunci Q(x) este o fata în K. 


i Demonstraţie. Presupunem că x e dK și Q(x) nu e față în K. Atunci 
există y,zeK si O <A) <1 astfel încît c= My + (1 — ^) z €Q(x) si 
yé O(a). Atunci există 4 eL astfel încît A(y) 4 h(x). Considerăm funcția 


g= e = . Deoarece L conţine constantele rezultă că g e L. Observăm 


i 
că g(y are 1 SĂ g(x) = 0. Din condiţia (3) rezultă că există W eL, W > 0 
h' > g astfel încît ta ) < A». i 
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Pe de altă parte, avem 
h'(x) = k (c) = kiny + (1 — %)2] = 
= Mh (9) + (1 — do) (2) > rh (9) > Mely) = Ao. 

Am ajuns astfel la o contradicţie. 

Definiţia 2. O mulțime de constanta Q(x) a lui L, care este fata în K 
se numeşte L-față. 

© Propoziția 6. Fie Q o L-faţă a lui K, xeQ şi peMi(K). Atunci 
ue R,(L) dacă si numai dacă 
supp u <Q. 
Demonstraţie. Dacă x e Q, atunci 
Q = Q(x) ={z EK, h(2) = A(x), (V)h eL}. 


- Presupunem că există y esupp yu astfel încît y¢Q. Atunci există 
h e L astfel încît k(x) = 0 si h(y) > 1. Dacă notăm cu G = {u e K; h(u)>1}, 
ue G este o mulțime deschisă si deoarece y eG N supp p rezultă ca 
u(G) > 0. 

(6) Deoarece Q este fata avem Q N 0K # Ø. Prin urmare, există xp € 0K 
astfel încît Q = Q(x). Cum k e L, vom avea k(x) = 0. Din proprietatea (3) 
rezultă că există h’ EL, k > 0, W > hastfel încît h’(x) < (6). Deoarece Q 
este.o mulțime de constanta pentru L, rezultă ca h’|Q < u(G). În continuare 
avem: 


u(h!) > í Wdy >| de > pG) > (o). 
G vG 


Prin urmare u ¢ R,(L). ) 
Reciproc, daca supp u c Q, atunci avem pentru orice h eL, 


u(i) = | dp < h(x): w(K) = h(x) 
Supp u 
deoarece p e Mi (K) și || u|| = supp w(K) = 1. Tinind seama de observaţia 1 
rezultă că u e R,(L). | 
Propoziția 7. Dacă x e 9K, atunci pentru orice funcție f e C(K, R), 
functia f este constantă pe Q(x) și anume 


Ala) = sup(/(9); y e 0(2)). 


Demonstrație. Din propoziţia 2 rezultă că f(x) = sup{p(f); ue R,(Z)}. 

Din propoziţia 6 rezultă că supp p © Q(x) pentru orice u € R,(L), 
deoarece Q(x) este L-fata (propoziţia 5). 

Mai departe, pentru orice ue R,(L), avem 


w=) fan < sup fy)-( ae < sup f(y) 


SUPP u supp u vel) 
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Rezultă că 
fix) < sup{f(y), y €Q(x)}. 


Pe de altă parte, pentru orice ye Q(x) si orice he L cu h > favem f(y) < 
< h(y) = h(x). Rezultă ca f(y) < f(x) şi deoarece y era arbitrar in Q(x), că 


sup { f(y); y €Q(*)} < f(x). 


Definiţia 3. O familie de funcții reale F pe K se numește filtrantă des- 
crescător (crescător) daca pentru orice f,, fa EG există feG, astfel încît 


min (fy, fa) > fmax (fo fa) < f) 


Lema 1. Fie ( fo Jaea o familie de funcții reale si afine pe K, filtrantă des- 
crescător. Dacă pentru orice x e K notăm cu 


pla) = inf { fo(2); 8 €A}, 
atunci funcția p:K — [— œ, 00) este afind. 


Demonstraţie. Este imediat că q este concavă pe K. Ramine să arătăm 
că este si convexă. Pentru aceasta, fie x, y eK şi 0 < à < 1. Deoarece fa- 
milia {fg}s-a este filtrantă descrescător, pentru orice 8’, 3” e A există 3 €e A 
astfel încît fs < min { fy, fa»). Tinind seama că fs este afină, vom avea: 


PLAX + (1 — Ay] < falax + (1 —)y] = 
= Afg(x) + (1 — A)fa(y) < Wa) + (1 — Ney). 
Cum 0’ a fost arbitrară in A rezultă: 
pl + (1 —A)y] < A int fe(x) + (1 — A) fer(y) = 
= do(x) + (1 — NJ? (y). 
În continuare avem 


glar (1 — Ay] < dela) + (1 A) inf for(y) = 


= h(x) + (1 — Me). 

Așadar, ọ este convexă pe K. 

Teorema 1. Fie K un compact convex și L c A(K) un subspatiu liniar 
care îndeplineşte condițiile (1), (2) şi (3). Dacă f este o funcție continuă și con- 
vexă pe K, atunci mulțimea {h EL; h >f} este filtrantă descrescător. 

Demonstraţie. Vom demonstra afirmaţia echivalentă și anume că mul- 
timea (F ={h EL; h < —f} este filtrantă crescător. Trebuie să arătăm că | 
dacă h,,h, EG, atunci există. h eG astfel încît k,, ho sh. Fie u = 
= max(h,, ka) și fie | 

T ={veL; v>ul. 


~ 


Din condiția (2) rezultă că mulțimea C este filtrantă descrescător. 
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Deoarece L conţine constantele, avem: 
u(x) = inf{v e L; v > u}= inf{v e L, v >u}. 
Din lema 1 rezultă că « este afină. Pe de altă parte, este imediat că 4 
este superior semicontinuă și finită. 
Din propoziția 7 rezultă că dacă x e ôK, atunci 
2. ; 
u(x) = sup{ u(y); y €Q(x)}. 


Deoarece u = max (h,, ha) şi hy, ha sînt constante pe Q(x), rezultă că 
u(x) = u(x). Cum hu, ha < —f, înseamnă că u(x) = u(x) < —f(x) pentru 
orice x € dK. Pe de alta parte, funcția f+ 4 fiind superior semicontinuă 
și convexă, își atinge valoarea maximă în @K (teorema 4.1.3). Rezultă ca 


u(x) < u(x) < —/f(x) pentru orice x e K: 


Tinind seama de definiția lui 4 rezultă că pentru orice x e K, există 
o funcție v, eT astfel încît 


u(x) < B(x) < v(x) <—f(x). 
Din continuitatea funcțiilor 4, v, si f rezultă că există o vecinătate V, 
a lui x astfel încît 
u(y) <,(y) < —f(y) pentru orice y eV,. 


Deoarece K este compact, există un număr finit de puncte x,, X2, ... 
.- Xa E K astfel încît 


Kc UVu. 
= 


Atunci avem 


u < min (val < —f. 
1igign 


Dacă notăm cu w= min {2,,}, atunci tinind seama de condiţia (2) 
1SsSu 
rezultă că există / eL astfel încît 
u = max (fy, hp) < h < w <—f 
şi cu aceasta teorema este demonstrată. 

Corolarul 1. Dacă subspafiul L îndeplineşte condițiile (1), (2) st (3), atunci 
pentru orice funcție f convexă și continuă pe K functia f este superior sem- 
continuă și afină. 

Afirmația rezultă din teorema precedentă și din lema 1. 

Corolarul 2. În condițiile corolarului 1, dacă f este o funcție convexă si 
continuă, cu proprietatea că este constantă pe fiecare L-fafa, atunci f =f. 


Demonstrație. Este evident că f < f. Pentru a verifica inegalitatea in- 
versa fie h e A(K) astfel încît k > f. Dacă x e dK, atunci 


(x) = supif(y); y €Q(x)} (propoziţia 7). 
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"Din -propoziția 5 rezultă că Q(x) este L-fata si deci f este ‘constant 
pe Q(x). Prin’ urmare > f(x) = f(x) pentru orice x € dK. 

Rezultă că k > f pe 2K. Deoarece f — h = f — h si f — h este convexă, 
din corolarul 1 rezultă că f— h este afină şi superior semicontinuă. Din te- 
orema 4.1.3 rezilta acum că f < h pe K si deci că f < f 


' Teorema 2. Fie K un compact convex si Lun Subspațiu de funcţii afine 
şi continue = K care îndeplineşte condițiile (1), (2) și (3). Atunci: 


= (fe A(K); flO(x) = f(x) pentru orice x e 2K b 
Demonstraţie. Faptul că L este inclus în mulțimea din dreapta este 
evident. Fie acum f e A(K) cu proprietatea că f este constantă pe fiecare 


L-faţă. Atunci, din. corolarul 2 rezultă că f= fe f. Cum 7 contine constan- 
tele, din definiția. lui f rezultă : spo  % 


fo) = inf { h(y), h L h >f} 


Deoarece multimea {he L h> f } éste filtranta dior și f este conti- 
o mă şi finită, din teorema lui Dini rezultă că f e L. 


Corolarul 1. Fie L un subspajiu de Funcţii Oe: şi continue pe K, care 
îndeplineşte condițiile. (1),. (2) și (3). 

Dacă, în plus, L separă punctele lui dK, atunci K este simplex Choquet 
si L este dens în A(K). 


| HeMOGSH ANE, ‘Daca x e ôK, atunci Q(x) este fafa $ se 


; | es “i d: zi  80(x) = Q(x) n. aK. 


Deoarece L separă punctele lui aK rezultă, CAS tai 
ie 20) = {x}. 


_ ,Din teorema Krein-Milman rezultă că Q(x) = {x} și din teorema 2 că 
L= : A(K). Din. corolarul 2 de la teorema - T rezultă că pentru orice funcție f 
convexă si continua pe K avem f= f si deci că Ô este afină. Din teorema 4.1.5 
rezultă acum că mulțimea K este simplex Choquet. 

Observajia.3. Teorema 2 este o generalizare (stricta) a teoremei.: Stone-. 
Weierstrass pentru o sublatice de funcții reale, continue pe un: compact. 


Într-adevăr, fie X un spațiu Hausdorff compact și H o sublatice liniară 
a lui Că, R) care „conţine constantele. Pentru orice x €X vom nota cu 


S(x) = iy e X; f(y) = f(a) (Wf eH} 


Prin urmare {S(x)},ex reprezintă familia mulțimilor de constanta, 
maximale, ale lui H. 

Dacă notăm cu K = M}(X), atunci K este o mulțime convexă si com- 
pactă (în raport cu topologia Slaba), Mai mult, = este simplex deoarece M(X, R) 
este latice. 


129 


Punctele gank ale lui K sînt exact măsurile Dirac, adică 0K = 
= {£,; x e X}. Rezultă că 0K este o mulțime închisă și deci K este un simplex 
Bauer. În continuare, identificăm @K cu X. 

Pentru orice f e C(X,R) fie T(f): K > R funcția definită prin 


T(P) = eff), (v)u eK. 


Este imediat că T(f) e A(K) și că aplicația T de la C(X, R) în A (K) 
este liniară, pozitivă si injectiva. 

Deoarece | Z(f) | este convexă și continuă pe K, își atinge valoarea 
maximă în ok. Rezulta ca 


ITU) = ITU) | eK = sup noe = IVI. 


Așadar, T este o izometrie. Deoarece C(X, R) este latice si separă punc- 

tele lui X, rezultă că imaginea sa prin 7 este un subspatiu liniar închis al lui 

A(K), care îndeplinește condiţiile corolarului 1 si deci TU(C(X, R)] = A(K), 

Așadar, T este. un izomorfism liniar, pozitiv si izometric între C(X, R) si 

A(K). Dacă notăm cu L = T(H), atunci Leste un subspatiu liniar al lui A (K) 

care indeplinestecondifiile (1), (2) și (3) (deoarece H este sublatice liniară în 
C(X, R) si conţine constantele). Din teorema 2 rezulta ca 


T= {ae A(K); a10) = ala); Wz ea} = = 


Este dar că o funcție f e C(X, R) este constantă pe S(x) dacă si numai 
dacă T(f) este constantă pe Q(x). Rezultă că 


H = {f e C(x, R); / Sta) = fa): Wzeă). 


Dacă presupunem în plus că H separă punctele lui X, rezultă că H = 
= C(X, R), adică reobfinem teorema Stone-Weierstrass. Din cele arătate 
rezultă că teorema Stone-Weierstrass pentru o sublatice a lui C(X, R) este 
echivalentă cu teorema 2, cînd K este simplex Bauer. Cum există 'simplexe 
care nu au mulțimea punctelor extremale închisă, rezultă că teorema 2 este 
o generalizare strictă a teoremei Stone-Weierstrass pentru o sublatice a lui 
C(x, R 

l ai încheierea acestui paragraf, menționăm că se poate arăta că A(K) 
îndeplinește condiţiile (1), (2) şi (3) ntotocauna, dacă K este ae 


§ 4.3. Fete split şi topologia. facială 


Definiţia 1. Fie K un compact convex si f: K + Ro functie mărginită 
superior (inferior). Se numește anvelopa superioară (inferioară) a lui f, func- 


tia fF f) definită pentru orice x e K, prin | S ate 
| fl) = inf {a(x);'a e A(K), a > f} 
respectiv >: 


f (x)-== sup ala): a e A(K), a < fh. 


A v 
Este imediat că funcţia f este superior semicontinua si concavă, iar f 
este inferior semicontinuă și convexă. 


Reamintim că pentru orice funcție f: K + R, se numește subgraficul 
său următoarea mulțime: 


Sub(f) = { (x, a); x eK,0 <a < f(x)}. 
Lema 1. Dacă f: K + R, este superior mărginită, atunci 


Sub(f) = co Sub(f). 


A 
Demonstrație. Deoarece f este funcție concavă $i superior semicontinuă, 
ya A 
rezultă că Sub(f) este o mulțime convexă și închisă. Pe de altă parte, deoarece 


A A 


fs f „rezultă că Sub(f)< Sub(/) si deci co Sub(f)c Sub(f). Presupunem prin 


absurd că există (Xp, %)eSub(f) astfel încît (%,a)) ¢ Co Sub (f). Fie 
T:KXR- R o funcțională liniară și continuă astfel încît: 


T (Xo, do) > A > T(x, «) pentru orice (x, a) eco Sub (f). 


În particular, avem T (Xo %) > T[o, f(%0)] de unde rezultă că T(0, 1) >0. 
Definim funcția 4: K — R astfel: 


Este imediat că 4 e A(K) si T[x, h(x)] = A pentru orice x e K. În conti- 
nuare avem: 


T[xq, h(2to)] =A < T (xq, ao) < Tlzo, f (2o) 


de unde rezultă că h(x) < f (20). 
Pe de altă parte, pentru orice x e K, avem 
T[x, h(x)] = à > T[x, f(x), 
de unde rezultă că k > fpe K si deci k > f Am ajuns astfel la o contradicţie. 


Definiţia 2. Pentru orice x e K se numeşte fata generată de x şi se no- 
tează cu fata (x), intersecția tuturor fetelor lui K care îl contin pe x. Deci 


fata (x) =(\{F: F c K, F-fata, « eF}. 
Lema 2. Pentru orice x e K avem 
fata (x) ={y e K; (3)A €(0, 1] siz e K astfel încît Ay + (1 —A) z= x}. 
Demonstratia se face printr-o verificare directa. 
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Definitia 3. Fie F c K o fata. Se numeşte mulțimea complementară a 
lui F si se notează cu F’, reuniunea tuturor fetelor lui K disjuncte de F. Este 
imediat că: 


F' ={x €K;Ff fata(x) = Ø}. 


A 


Mulțimea complementară F’ în general nu e o fata. 


Lema 3. Fie Fy, Fs, ...,F,(m > 0) fețe inchise şi bis sc ba: K + R, m 
functii cu proprietatea că b, IF j€ í (F) și b| KNF, = 0. Fie de aseme- 
NEA Ay, =: A, €[A(K)]* (1 > i și g = max (a, b). Atunci, pentru orice x e K, 

iS 


1sign 
1<jsim 


există o combinatie convexă l 
n m 
x = Ð Nu + YY By unde y; ef, (3 = 1, 2, ..., a) 
i=l j=1 
astfel încît 


z= > rala) + = B,b,(%,). 


Demonstratie. Din lema 1 rezultă că 


Sub (£) = ză ([9I Sub (a| U ju Sub o} 


Cum mulțimile Sub (4,) si Sub(b;) sînt convexe si compacte și acoperi- 
rea convexă a unei reuniuni finite de mulțimi compacte si convexe este com- 
pactă, rezultă că 


Sub (2) = co off Sub (| U [ð Sub 0) 
i=l 
Rezultă că oricare ar fi x e K, există 4, > 0, x, eK, 
O <a, S a(x,)(¢ = 1,2, ... n), u 20, y EF; si 
0 < B < bN = 1, 2, ..., m) aga ca XY w p>: w= 1 si 
ml . 


tl 


[x, g(2)] = 2 (än a) + = AY By): 


Să observăm că nu se poate să existe 7) sau fọ astfel ca a; < ai (Xi) 


respectiv Bj, < 5, (9, ), pentru că ar rezulta că a(x) < g(x) ceea ce este absurd. 
tă arzi a; = 4,(%,) şi By = b,(9,) pentru orice i = 1,2,...,n şi oricej = 
= 1,2, ... m şi cu aceasta lema este demonstrată. 


Teorema 1. Dacă F este o faţă și xy este funcția sa caracteristică, atunci 


(1) F=% (1) ={# eK; îs) = 1}. 
(2) F' = $7 (0) ={x eF; %p(x) = 0}, 
(3) K = co(FU F’). 


Demonstraţie. Aplicăm lema 1 pentru 4, = 0 si b, = xp. Pentru orice 
xe K există A@[0, 1] si ye F astfel ca x = Ay + (1 — A)z și Ze(%) = Aye(y) + 
+ (1 —a)O = à. Cum incluziunea F c îș!(1) este evidentă, rămîne să veri- 
ficăm incluziunea inversă. Fie ze K astfel ca (2) = 1. Deoarece %,(%) =A, 
rezultă că A = 1 și deci că x = y EF. Dacă x€%p'(0), atunci A = îp(%) > 0. 
Rezultă că x = Ay + (I —A)z cu à e (0, 1] si din lema 2 că y e fata (x). 

Cum y eF, rezultă ci F n fata (x) 4 şi deci x ¢ F’. Am arătat deci 
că F' c &p (0). Fie acum xe %7'(0). Presupunem prin absurd că x ¢ F’, deci 
că fata (x) N:F AM. Dacă u e fata (x) N F, atunci există p € (0,1) size K 
astfel ca x = pu + (1 — u)z. Deoarece x, este concavă, avem: 0 = î,(%) > 
> pyr(u) + (1 —u)ir(2), de unde rezultă că (4) = 0. Rezultă că u ¢ F şi 
am ajuns la o contradicţie. Așadar, are loc si incluziunea 3ș1(0)cF'. 

Pentru a demonstra (3), fie x e K, A e[0,1], y eF siz eK astfel ca 
x = Ay + (1 — Ajz. Atunci A =. ĝ p(x) si în continuare avem: 


A = he(x) > Mr) + (1 — Nele) = à + (1 — Nele), 
de unde rezultă că 
Xr(z) = 0. 
Conform (2) rezultă că z e F’ şi cu aceasta demonstraţia este terminată. 
Corolarul 1. Dacă F este fata închisă, atunci F’ este o mulţime Gz. 
Demonstraţie. Din teorema 1 rezultă ca 


Li sa A 
F'= [tăi Y(x) < 1/n}. 
n=l 
Deoarece ĝp este o funcție superior semicontinuă, rezultă că mulțimile 

(x; Xp(2) < 1/n} sînt deschise. 


Definiţia 4. O fata F se numeşte fafa split, dacă: 

(a) F’ este fata, 

(b) Pentru orice x e K\ (FU F’) există y e F, zeF' si à e (0, 1) unic 
determinaţi, astfel încît: += ày + (1 — A)z. 

Observatia 1. Dacă F este fata split, atunci pentru orice x e K există 
A e [0, 1] unic determinat, y eF si zeF' astfel încît x = ay + (1 — Adz. 
Dacă A > 0, atunci y este unic determinat. Într-adevăr, dacă x ¢ F U F' 
aceasta rezultă din definitic. Dacă x eF, atunci A = 1, pentru că în caz 
contrar, ar trebui ca z e F, ceca ce nu este posibil. Rezultă atunci că y = x. 
Situaţia x e F’ nu poate avea loc, pentru că ar însemna că y eF’. 


Lema 4. Dacă F şi G sînt fețe split, atunci pentru orice x e K avem x = 
2 


a j=1 și ăn FIG, pe FNG, x,¢F' NG, 
i, Tai i, pf! | 

Xa EF’ NG’. Numerele a Sînt unic determinate și dacă a; > 0, atunci și 

elementul x, este unic determinat. - | 


Demonstraţie, Fie x e K fixat. Deoarece F este fata split, există A e 0,4 
unic determinat, y e F si z e F’, astfel încît x = Ay + (1 — A)z. Deoarece 
este fata split, avem de asemenea: y = Butu + Bio%12 ȘI Z = Pasa + Booo, 


unde By > 0, By + Bi =l, Bor + Bog = 1, Xi Fa EG Și Xp Xog EG. 
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LSJ 


= Xij% unde xy > 0, 


it 


Deoarece y eF si F este fata, putem presupune că x, %1 e F. In mod 
analog, avem %3, Xa €F’. Dacă notăm cu y = fas, ra Abio a = 
2 


= (i == A) Bor Și Xoo = (1 — A) s Boo, atunci avem: y = ye Ke Ai» Os > 0, 
i, j=1 


ay = 1, a EF NG, x. EF NG’, x, EGNE’ si x. EF NG’. Restul 


2 


i, j=1 


afirmatiilor rezulta din observatia 1. 
Observaţia 2. Folosind notatiile din lema 4, să presupunem că x = 
2 


= @,,x,;. Atunci x €co(FU’G’) dacă si numai dacă au = 0. 


i, j=l 

"Într-adevăr, dacă x eco(F'UG”), atunci x = uy + (1 — p)z, unde 
O<u<ti,yeF’ siz eG’. Procedind la fel ca în lema 4 obținem + = 
= Bizia + Pasa + Boston, unde z €F NGE, za EF NG și zaeF N GF. 
Deoarece, conform lemei 4, coeficienţii œ, sînt unic determinaţi, rezultă că 
%, = 0 și a, = Bi. Reciproc, dacă ay = 0, atunci 


x = Xiv + %21%21 + a223 = Alzi F 


+ (aer + 22) re Xa + = ta: 
Zor F ao Xag F X22 . 
Cum xg EG si a at O E MR Xæ E€ F', rezultă ca 


21 
ai F Z2 dai + Azz 
x eco(F' UG’). 


Teorema 2. Dacă F si G sînt feje split, atunci FNG este fafa split şi 
(F NGY = co(F’ UG’). 


Demonstrație. Este suficient să arătăm că (F MG)’ = co(F' UG’). 
Dacă x ¢ (F NG)’, atunci există y eF VGN fata (x). Deoarece y e fata (x) 
există A e (0, 1] si z e K astfel încît x = Ay + (1 — A)z. 

2 


Fie z = D «Zi, descompunerea elementului z dată de lema 4. Dacă 


i, J=1. . ae ; 
notăm cu ò = à + (1 — à) a, atunci ò > 0 si în continuare avem 


A 1 — A 
+= a y + ta zu] + arll — Azi + a(l — A)za, + 


+ a(l! — A)Z22 


Dacă notăm cu 4 = > y+ ED zu atunci u e F NG. Din obser 


vatia 2 rezultă că x ¢ co(F'UG'), deoarece 3 > 0. Așadar, avem 
co(F’ UG’) c (F NG)’. 


Dacă presupunem acum că x ¢ co(F“ U G’), atunci 


2 
i, j=l 
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Jinind seama de lema 2, rezultă că ax e fata (x) si deci 
44, e fata (x) NF NG. Prin urmare x ¢ (F NG)’. Aşadar, a avem si incluziunea 


(FAGY c co(F’UG’). 
Corolarul 1. Dacă F şi G sînt feje split, atunci co (F U G) este față split. 


Demonstraţie. Să observăm că dacă F este fața split, atunci (F'Y = F. 


Într-adevăr, incluziunea F c (F' ) este evidentă. Pe de altă parte, dacă 
xe(F) și x ¢ F, atunci E FUF' şi deci există 0O<a<il, y eF şi 
ze F unic determinaţi, astfel încît x= ày + A — d)z. Rezultă ca 
z e fata (x) NF’, ceea ce este absurd. Din teorema 2 rezultă 


co(F UG) = co{(F’)’ U (G’)'] = (F NG’) 
și deci co (FUG) este fata split. 


Lema 5. Fie F o fafa închisă split și b: K + R o funcţie cu proprietatea 
că b |F e[A(F)}* iar b| KNF = 0. Fie de asemenea a,, a, €[A(K)}* și f= 
= max (a, a, b). Dacă x = Ay + (1 — A)z, unde A e[0, 1}, yeF și zek’ 
atunci 


fis) = iv) + (1 — No). 


A 
Demonstraţie. Deoarece f este concavă, este suficient să arătăm că: 


fla) < So) + (1 — fe). 
Din lema 3 rezultă că există o combinaţie convexă 
X = Qoto + 44% + otz (Xo EF, x, Xa E K) 
astfel încît 
(1) f (x) = a%9b(%) + atada(1) + aaaa(%2). 


Deoarece F este fata split, avem x, = Biye + (1 — Bi) 4% cu y EF, zeF' 
și B; > 0 (i = 0, 1,2; cu menţiunea că By = 1). Dacă notăm cu B = ay + 
+ a8, + «Ba, atunci pentru 0 < B < 1 avem 


x = Bu + (1 — By, 
ia : 2 Hoe Bi) 
unde 4 = 5) af HEF şi v= SS = 2 € F'. Din unicitatea des- 


t=0 î=0 


A 
compunerii lui x aad că B = à, u = y ṣi v = z. Deoarece f este concavă, 
în continuare avem: 


2 2 


Ay) = fen > DEE flow) și He) = fo) > He CR fe), 


=1 =1 


de unde rezulta acum ca 


(2) »fty) + (1 — afte) > 3 aB Ay) + 5 a(l — BAe. 


D SU) avem 


fi ia) = Bay + u = Bd $ EA + „q me T + 
m + Aaa Boya + (1 — Ba)za] = 
= af + do(l — - Bo)b (zo) + au Biaya) T a(l — Baza) + 


+ aopatol Ya) + ca(1 — Ba)aa(z2) < > auf.) T 


FÉ oll — Bode) < Ma) + 0 — NIO 


Situația 8 = 0 nu poate avea loc. Într-adevăr, dacă 8 = 0, atunci 
iB; = 0 pentru ¿i = 0,1,2 Și deci x = a2, + Oaza eF'. Pe de altă parte, 
x = Ay + (1 — A)z și cum F’ este fata rezultă că y e F', ceea ce este absurd. 
La fel se arată că situația B = 1 nu poate avea loc. 


Lema 6. Fie F o față închisă split și ao, bọ E€ A(F). Fie de asemenea 
dy âz, b e A(K) astfel încât 


max (a4, a) < b. 
Dacă | 
max (a, a) |F < a < b < b|F, 
atunci exislă c e A(K) astfel încît 
max (i, ag) <c <b şi dy ue < dy. 


Demonsiratie. Fie a < min (a, a,b) si B > max (&, agb) şi: fie 
a, bo: K + R definite astfel: 


a(x) = do(2) dacă x eF si (a) =| by(x) dacă x eF 
„ha daca + Ee KNF . B daci x eK\F 


Aplicam lema 3 funcţiilor @,— «, @g—« si ap — a. Dacă notăm cu 
f = max (a), az, a), atunci 


max (a, — &, lg — a, a—a)=f—a. 
Pentru orice x e K există o combinaţie convexă 
| X= Mo + Aa + Ag%e, 
unde % €F, x, €K (i = 1,2) astfel încît 
GF— a)(x) = Aolao(%o) — a] + Aalay(x,) — a] + Aglag(%e) — a]. 


Mai departe avem: 
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si deci 
2 
= > AQ, (%). 
t=0 


Dacă x e F atunci x, e F si rezultă că 


< 5 Maol xi) = Ap > ry e n) = Ao(X). 


î=0 


 Aplicăria acum lema 3 ee ed B— b si B — do. Dacă notăm cu g = 
= min (b, b), atunci max(f — b, B — bo) = B — g. Pentru orice x e K există 
o combinație convexă x = uu ale (1 — pj, u EF șiv eK astfel încît 


(B —8)° (x) = uB — bo(u)] + (1 — v)[B — b(o)). 


În continuare avem: 
— (— 8)" (x) = nbo(u) + (1 — e)b(o) 
Ținînd seama de definiția 1, vom avea 
a(x) = note) + (1 — w)d(2). 
Dacă x eF, rezultă că 
g(x) > ubo(u) + (1 — w)bo(v) = bo(x) > a(x). 

Așadar, pentru x e F, avem 
(1) f(x) < g(x). 
De asemenea, se verifică imediat că inegalitatea (1) are loc si pentru v €F’. 


Dacă ze ENI FUF’), atunci există à e (0, 1), y eF și z eF’ unic determi- 
nati, astfel încît 


x = Ay + (1 —A)jz. 
Din lema 5 rezultă: 


Kx) — a = (f — a)^ (x) = [max (a — a, a — a, a — a)]^ (2) = 
= Nmax(a, — a, az — a, ag — a)]*(y) + (1 — A) [max(a, — a, 
a, — a, a — a))*(2) = A fly) — a] + (1 — Efe) — a] = 
= (9) + (1 — fle) — a < 120) + (1 — ale) — a. 
Aplicind din nou lema 5 avem 
B+ CO) = (B—2)*(x) = AB —z)*(y)+ (I —2)(8 — g)^ (e) = 
= B + A(—g)*(y) + (1 — N 2) (e) = B — agl) — (1 — agl) 
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de unde rezultă că 


rey) + (1 — Mee) = et). 
Așadar, avem 


v 


fix) < g(x) pentru orice x e K. 
Fie 
A ={(x,) EKXR;?” < ft) și B=((x,s)eKxR, g(x) < s}. 
Deoarece A și B sînt mulţimi convexe compacte și A ñ B =Ø există 
o funcțională liniară si continuă T:E x R > R astfel încît T |A <y< 


< T | B. Procedind ca în demonstrația lemei 1, dacă notăm pentru orice 
xeK cu 


c(x) = y= T0), 
T(0, 1) 
atunci 
c e A(K) si T[x, c(x)] = y pentru orice x e K. 
Rezultă că 


max (44, đa) <c <b și ay <c|F < bo 


Teorema 3. Fie F o față închisă split şi ape A(F). Fie de asemenea 
A, A, b e A(K) astfel încît max(a,, ao) < b. Dacă 


max (4,22) |F <a <0b|F, 
atunci pentru orice s > 0, există c e A(F) astfel încît 
max (ay, 4a) S c S b +e și c| F =a. 


Demonstrație. Deoarece max (a, @)—¢ <b atunci și [max (4&4, a,)—«]|F < 
emardi > <b|F. Din lema 6 rezultă că există c, e A(K) 


astfel încît 


. € 
max (4, ap) — eE <c <b gi Eee Gls ea 


Deoarece F este compact, există y, e (o. =) astfel încît 


(4—e+y) IF <e,|F. 
Dacă notăm cu a = max(a,, 42) atunci avem 


max [ey a= | <a + = 
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si = ths 
max | ci, a SI <=> a tm atg a |F. 
2 2 2] 
Din lema 6 rezultă acum că există c, e A(K) așa ca 
€ € 
max |c, {a — — || <¢g <¢, + —. 
=a 3) a 
si | 
£ € i | € € e : 
ap — —:<c Li anes <a i ae 00 e 
03 2 | 0 + Yu <% 4 0—7 


Continuind în modul acesta vom construi un sir de face {ca} © A(K) 
cu proprietățile . | 


€ 
max | ma =| < can <a 3 + — 


Duran eT e 
O m= < bay | F< g San 


€ x ö Eas 
Deoarece |lcn41 — Call So , rezultă că şirul {c,} este convergent. 


co E 
Dacă notăm cu c= ¢, + J> (Cara — Cn), atunci c = lim c, si avem evident 
mal ` n-o 
asc. 
„Pe de altă parte, 
C= C+ D> (Cu — ai aa Dred ak 
n=1 n=1 
„ Avem de asemenea 


€ F € 
oe < Caru | < do — Fea 


de unde rezulta ca 
oo EF do <c|F < a 


Corolarul 1. Dacă F este fața închisă split şi ao e A(F), atunci. există 
a e A(K) astfel încît 


AIE o 


. Demonstrație. Fie m = inf { a(x); x EF} a M = sup ada) x eF h: 
Aplicăm teorema 3 pentru a, = a, = m și b = M.: 
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Rezultă că pentru orice e > 0, există c e A(K) cu proprietățile că 
m<c<Mt+e și c | F = a, 


Propozifia 1; ‘Fie F o faţă închisă split, astfel încât mulțimea sa comple- 
meniară F' este închisă. Dacă a e A(F) și b e A(F'), atunci există c e A(K) 
unic determinat astfel încît c | F = a şi c | F' = b. Mai mull, dacă a sia < B 
și a < b < B, atunci a < c < B. 


Demonstrație. Fara a restringe generalitatea putem presupune ca « = 0 
si 6 = 1. Definim funcția c: K + R prin c(x) = da(y) + (1 — A)b(y), unde 
x e K este de forma x = Ay + (1 — dA)z,A €[0, 1], y EF gi z e F’. Deoarece 
F este fata split, funy c A bine definită. 

Fie - , 


l apeF a pe F 
[the . fen] ber 
0 pe K\(FUF’) 1 pe K\(FUF’). 
Observăm că f=% V b, unde a 
wal ok bal ope 
0 pe K\F 0 0 pe JE, KAE eS eS 


Din lema 3 rezultă, că pentru ori ice 4 eK, “există o combinaţie convexă 
mi-e (l= pj, unde v eF, veF' astfel încît 


| fix) = pat) + (1 — 2)b(0). ase 
Rezulta că 
i c(x) = pa(n) + (1 — H)0(0). = fla). 


Așadar c = f În mod asemănător se arată că c = š. Rezultă că ce A(R). 
Restul afirmatiei este evident. 


Teorema 4. Dacă F este o faţă închisă, atunci următoarele afirmaţii sînt 
echivalente: | 
1) F este față split, 
2) Mulțimea A={aeA(K);a>0,a|F > ao} este filtranta descrescă- 
tor pentru orice ay E A(F), a > 0. 


Demonstraţie. Implicatia 1) = 2) rezultă imediat din teorema 3. 
Demonstram acum implicatia 2) = 1). 
Din teorema | stim că 


F = Zp'(1), F’ = ĝF (0) și K = co(F uU F’). 
- Deoarece ` _ | oo tite i d 
Re(x) = inf{a(x);aeA(K)a>y}= 
= inf cae) a e A(K),a>0, a|F > 1}. 
si. mulțimea {a e A(K);-a > 0,a|F > 1} este filtrantă descrescător, rezultă 
că fp este afină (vezi lema 4.2.1). > pl 
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Acum putem arata AF este mp Într-adevăr, daca: Ax: ai (.- — N: y e d 
atunci ; ; i 


0 = la + (1 — 95) = ole) + (1 Xâr(9)- 
Rezultă că %p(x) = ¥p(y) = 0 şi deci că x, y EF’. 


Fie acum  eKMFUF']. Presupunem că nu avem unicitatea descom, 
punerii lui x, deci că există àj, ^s € (0, 1), Y Ya EF şi 24, 2% EF’ astfel încî 


% = My + (1 — za = = MY + (| — Ag)22. 


Deoarece ĝp este afină, rezultă imediat că A, = Ag. 

‘Daca y, # Ya atunci există ap e A(F), a, > 0 astfel încât (y1) # äl Ya). 
Dacă: notăm cu b o prelungire oarecare a lui ag la K, atunci Tune pla | boxr)* 
este afină pe K si vom avea: 


Ay(Ooxe) (ya) + (1 — Ay) (Coxe) * (21) = Aa(Boxe) * (Y2) (k= Ma) i (boxe) (20). 
Deoarece pentru ye F avem (boke) ^ (y) = a(y) si pentru zeF’ avem 
(boXr) ` (z) = 0, rezultă că ayı) = ao(Y2) ceea ce este absurd. Prin urmare 
Yı = Yz Şİ deci A= Fe: 
Am demonstrat astfel ca F este fata split. 


Teorema 5. Dacă {F;}:c 1 este o familie oarecare de feje inchise split, 
atunci 


tel 


este fata închisă split. De asemenea, dacă F 15 «cs Fa Sint fete închise split, atunci 
n 

co( SA F,) este faţă închisă split. 
ie 


Demonstraţie. Din teorema 2 rezultă că familia (F, le, este dirijată 
inferior. Dacă F= N, F, atunci F este față închisă. Conform teoremei. 4, pen- 


tru a arăta că F este față split, este suficient să arătăm. că pentru orice- 
a, = A(F), a > 0 mulțimea ot = {ae A(K); a > 0, a |F > a} este filtrantă 
dascrescător. Fie a, dace ct şi B > max(4,, de). Din lema 3 rezultă că pentru 
orice x €K, exista o combinație convexă x = Ay + (1 — Ajz, Să eF astfel 
încît: 


B + l—min(a,, 42))" (x) = [B — ia (i a,))* (x) = 
= [max(B — a,, B — a,)]*(x) = MB — a,(y)] + (1 — AB — a2(2)] = 

= B — ra,(y) — (1 — Aaa). 

Rezulta ca | 

ra (y) + (1 — A)az(2) = [min (4), a2)]” (x). 
„.. Dacă x eF, atunci | | 

a(x) < [min(a;, a2)]” (x). 

Fie : are: 

„f| % Pe Fy. 
| 0 pe KNF. 
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Deoarece evident g = g V 0, din lema 3 rezultă ca pentru orice x € K, 
există o combinaţie convexă x = py + (1 — p)z cu y eF, astfel încît 
| g(x) = wey) + (1 — 2)0(2) = vay). 
Daca x eF, atunci z e F si avem 
g(x) = uao(9) < pa(y) + (1 — ujal) = a(x). 
Așadar, pentru orice x €F avem 
g(x) < a(x) < [min (a, a2)] (x). 


Dacă notăm cu U = {x e K; g(x) <([min(a,, a,)]”(x)}, atunci F c U 
și deoarece K este compact, există i) € astfel încît F; = U. In caz contrar 
F; N (KN U) # Ø pentru orice 7 eI. Deoarece familia { F, ẹ}e; este filtranta 
descrescător, rezultă că 


la F: N[KNU] # Ø pentru orice n. 
t=t 


Cum K este compact, rezulta ca 
(QF) NENU) ¥ Ø, 


adică F N (KN U) = Ø ceea ce este absurd. Așadar, avem 
8 | Fi, < [min (4, 42)]” | Fi ° 


Aplicind din nou teorema Hahn-Banach pe E x R (ca in demonstratia lemei 
6) rezultă că există c e A[F;,] astfel încât 


g | Fa < c <[min(a,, a2)] | Fa,- 


Deoarece F, este fata închisă split si avem W—2a,,—a, <0, 
—A,,—@|F;, < — c < 0 |F; siinegalitatile sînt stricte, se poate aplica teorema 3 
si rezultă că există Ze A(K) astfel încît —a,, —a, < T <Osi¢ | Fp = — c. 
Dacă punem acum b = — 7, atunci avem 0 <b <a,,a, si b| F =c|F > 
>g |F > a. Aşadar, mulțimea of este filtrantă descrescător si deci F este 
față închisă split. Restul afirmației rezultă din corolarul 1 de la teorema 2. 

Observatia 3. Dacă notăm cu G={FN0K; F fata închisă split}, 
atunci această familie este închisă la intersecții oarecari si la reuniuni finite. 
Într-adevăr, prima afirmație rezultă imediat din teorema 5.'Pentru a doua 
afirmație să observăm că 


(UF) N eK = (co UF) Nok eF. 


Definiţia 5. Se numește topologia facială pe ôK şi se notează cu t, 
topologia pe 3K ale cărei mulțimi. închise sînt urmele pe 0K ale tuturor fetelor 
închise split din K. 


Propoziția 2. Mulțimea dK este compactă in topologia facială. 
Demonstrație. Fie 4, ie. o familie de mulțimi închise în topologia 
zp care are proprietatea intersecţiei finite. Conform definiţiei lui t,, pentru 
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orice ș e J există F, fata închisă split în K, astfel încît S, = F, N aK. Rezultă 
că {F,},¢; are proprietatea intersecţiei finite si deoarece K este compact, 
rezultă că 


F =N F, £ Ø. 
Rezultă că N S, = FN AK # Ø si deci că dK este compactă. 
tel 


Teorema 6. Dacă K este simplex Choquet, atunci orice fata închisă este 
split. 

Demonstratie. Din teorema 1 rezultă ca 

F = 3341) și F' = 3500). 

Deoarece K este simplex Choquet si yp este o funcţie convexă si superior 
semicontinuă, rezultă că £, este afina. Acum rezultă imediat că F’ este fata. 

Dacă x e KN(FU F’) si x = Nyi + (1 — A) z cu A, €(0, 1), y eF 
siz, e F'(i = 1, 2), atunci aA, = ^s = ĝp(x). Presupunem prin absurd că y, # Yz- 
Atunci există b e [A(F)]* astfel încît b(y,) # b(y2) . 

Dacă notăm cu 

b(x) dacă x eF 
e(x) = : 

| 0 dacă ze KNF 
atunci c == max (c, 0). 

Din lema 3 rezultă că pentru orice x e K există o combinaţie convexă 
x = uy + (1 — p)z, y eF astfel încît ' 

ê (x) = p(y) + (1 — 2)0(z) = phy). | 

Avem de asemenea ĝp(x) = u + (1 — u)e(2). Dacă x eF, atunci 
Ap(%) = 1 si avem p(z) = 1, de unde rezultă ca z eF. 

În continuare avem 

(2) = ub(y) < ud(9) + (1 — p)b(2) = b(x) pentru orice x eF. 


Rezultă că î |F < b. Cum ĉ |F =Í |F > b, înseamnă că ĉ |F =b. 
Dacă x eF?, atunci ĝp(x) = 0 si deci u = 0. Rezultă că ¢(x) = 0 dacă 
x eF. 
Deoarece ¢ este afină (K fiind simplex) rezultă că 
G(x) = Mê (y1) + (1 — M) E (za) = Mb(y) 


si în mod analog 

e (x) = Mê (Ye) + (1 — M)ê (22) = Mbl Ya). 
Rezultă că b(y,) = b(y2), ceea ce contrazice ipoteza făcută. Aşadar y, = yg 
ȘI 2, = 22 


Lema 7. Fie a €[A(K)]}* $i pentru n > 2, Fry.) Fas Gis ++ Gy fete Split 
cu proprietățile: 


(js FNG = Ø, C= 1, 2t), 
BD K= co U G|- 
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Atunci, pentru orice e > 0, există ay, ..., 4, E€ [A (K)]* astfel încît a; |F, = 0, 
(i= 1,2,..,2) si a x< Da gate. 


i=l 

Demonstrație. Vom arăta că pentru orice 7 < #, există a, ag se, 
a, €[A(K)]* cu proprietățile: 

a i F, = 0 (i= 1,2, ...,7), > a(x) > a pentru x ecof U G. Și 

i=l tk 
= re : 
>> a(x) < a(x) + — pentru orice x e K. 
n 


i=l 


Pentru 7 = 1, fie K, = co(F,UG,). Atunci G, este mulțimea comple- 
mentara a lui F, in K, Din propoziția 1 rezultă că 2xista c, € A(K,) astfel 
ca cı |F, = 0, c |G =a ṣi 0 < c sape K,. De arece K, este fata split 
(corolarul 1, teorema 2) rezultă că există a, e A (K) astfel încît 0 < a, < a+ 


po Și a, | K, = c (teorema 3). 
n 
Presupunem că am construit funcțiile &, ..., a, cu proprietățile amintite. 
Fie b= a+ Da 30 şi Ky, = co (Fri U Gri). Din propoziţia 1 


rezultă că există ¢ e A(K,,,) astfel încît T | Fr = 0, ¢ | Gy, = b | Gua și 
E | Ky. < b | Kni Deoarece K,,, este fata închisă split, rezultă că există 


Ar E A(K) astfel încît 0 < amı < b+ A ȘI @,4,| Kmi = 6. Evident 
A) n 


- : r+1 r T 7 i | 
ari |For = 0 şi D (a) = YO ala) + amla) < ȘI ala) + (x) + = = 
i=l i= i=l 
= a(x) + ia E. : 
“Dacă « €G,,, atunci 
S ada) = D ala) + B(x) = a(x) + PE e > a(x) 
22 i i=1 i N 
Rezultă că 
r+ i r+1 G 
d ala) > a(x) pentru orice x eco U | 


` Teorema 7. Dacă f: OK — R este continuă in topologia facială și a e A(K), 
atunci există c e A(K), unic determinat, astfel încît 


-~ c(x) = f(x)a(x) pentru orice x e dK. | 
Demonstraţie. Deoarece 8K este o mulțime compactă în topologia: q, 
(propoziţia 2) rezultă că f(@K) este o submulțime compactă a lui R. Fie 


{U hgign © acoperire a lui f(2K) formată din intervale deschise de lun- 
gime mai mică decît e. Presupunem în plus că /(@K) nu poate fi acoperit cu 
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n — 1 astfel de intervale. Este ușor de văzut că pentru orice 7, există o mul- 
time compactă V, < U, astfel incit 


JOK) e UV. 


Deoarece f-1(V,) este o mulțime închisă în topologia facială, există G, fata 
închisă split în K așa că 


FIV) =G, nek (¢=1,2,. m. 
Deore 


, ôK c Ù (Gn ôK) 
iol 
din teorema Krein-Milman rezulta 
= co (9 G): 


Cum f-1(U;,) este o mulțime deschisă în Tp există o față închisă split F;, 


_ astfel încît 


fU) = OK\F, (i= 1,2, ..., n). 
Din lema 7 rezultă că pentru orice e > 0 există q,, ..., a, e[4(K)]* astfel încît 


a |F; = 0, (i= 1,2, ...,n), şi as Do a<ate. 
i=l 
Dacă B; € U, (i= 1,2,...,n) şi x € AK, atunci 


fate) — E Biada) | < data) — fla) X> ala) |+ 


HEU) — plata) | < fll | a(x) — Dy ala) | + Y fle) — Be aa) 


Dacă x €f-1(U,), atunci LAs) — B,| < e, iar dacă x e 2EKNf1(U,) = Fi 
atunci a (x) = 0. Deoarece f(x) nu poate apartine decît la cel'mult {oe intep 
vale U,, rezultă 


> | f(x) — By | a(x) < 2e. 
Așadar, pentru orice x € 2K avem 


flat) — F> Pate)! < < Ifll-e+2e—e. 


Daca notăm cu 6 => Bia, atunci b e A(K) a 

i=l tera A 

| f(x)a(x) — d(x) | < (2 + LFI pentru orice xe ôK. > v’ 

Pentru e ee ee ezultă că există bna E A astfel a 
| 22 + A 


(1) If(x)a(x) — b,(x) | < 
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In continuare avem: 
| Bara(2) — balx) | < | basa(%) — fla)a(x) | + |f(%)a(x) — 6,(x) | < 
< = pentru orice x e 0K. 


Rezultă că |[5,,, — ball < = şi deci seria 6, + 9 (Basa — bn) este 
n=1 ‘ 
convergentă pe K. Dacă notăm cu c= b+ 9) (bn — Pa), atunci c= 
i a= 
= lim b, Dacă trecem la limită in inegalitatea (1) obținem f(x) a(x) = c(x) 


pentru orice x e dK. Unicitatea rezultă din faptul că două funcţii afine si 
continue care coincid pe dK coincid şi pe K. | 


Definiţia 6. Se numeşte centrul lui A(K) următoarea mulțime 
Z = {a e A(K); (v)b e A(K), (3)c e A(K) astfel încît c = ab pe dK}. 
Propoziția 3. Centrul Z al lui A(K) este o algebră Banach și un M-spaţiu. 


Demonstraţie, Este imediat că Z este un subspatiu liniar al lui A (K). Pentru 
a arăta că este spaţiu Banach, fie { b,} < Z astfel încît { 6, } converge în normă 
Ja un element b e A(K). Pentru fiecare + și orice a e A(K) există c e A(K) 
astfel încît c, = b, a pe 2K. În continuare avem: i 


ILA Ta Ca || = Il (cn a Cm) | 2K|| = 1a(6, a ba) Il < llall 1, a Ball 


Rezultă că există c e A(K) astfel încît c, > c. 
Dacă x € dK, avem 


(x) = lim c,(x) = lim b,(x)a(x) = B(x)a(2). 


Se A b eZ si deci că Z este spațiu Banach în raport cu norma indusă 
pe ge fana 

Dacă b, b' eZ, atunci există c e A(K) astfel-incit c = bb’ pe pK. Dacă 
a e A(K) este arbitrar, atunci există a’ e A(K) aşa ca b'a = a' pe ôK. De- 
oarece b eZ, există a” e A(K) astfel încît pe.0K să avem a” = bg = 
= bb'a = c'a şi deci c e Z. Aşadar, pentru orice b, bi eZ există `c eZ unic 
determinat, astfel încît bb = c pe 3K. Dacă notăm cu bxb' = c, atunci Z 
este o algebră (Banach) față de acest produs. 

_În continuare vom arăta că Z este latice. Fie a eZ şi fie E = {a?(x); 

x 60K}. Evident E este o submulțime compactă a lui R. Deoarece funcția 
i +t: E >R este continuă, conform teoremei lui Weierstrass există un sir 
de polinoame (4,]. care converge uniform la această funcție pe E. 

Fie c, e Z, astfel încît 2,[a2(x)] = c,(x) pentru orice x e 3K. Deoarece 
șirul (2, ):este Cauchy, rezultă că: șirul {c,} este Cauchy în norma și deci 
că există c eZ, astfel încît c, +c. Pentru orice x e 3K avem 


Him pla2(2)] = ox) = Vaa) = Jala). 
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Pentru orice x e K definim 
lal (2) = e(2). 
Observăm ca dacă x eK, atunci 
[a] (x) = lal(a). 


Cum Z este spaţiu liniar, rezultă că Z este latice, pentru că definim pentru 
orice 4 si b EZ, | 


aV b=- [a+b + |a — bj]. 


Cum |a| < |b| implică |a(x)| < |b(x)| pentru orice x eK, rezultă că 
jall < {||| si deci Z este latice Banach. Pe de altă parte este evident că 
: funcția constantă 1 e Z este unitate tare pentru Z, în sensul că pentru orice 
a eZ, există A > 0 astfel încît |a] < à- 1. Așadar Z este un M-spatiu. 


Teorema 8. Algebra Banach Z este izomorfă şi izometrică cu algebra 
C (3K) a funcțiilor reale pe 0K, continue în raport cu topologia facială. 


Demonstraţie. Pentru orice a e Z vom nota cu p(4) = ajðK (restrictia 
lui a la 3K). Pentru a arăta că p(a) este continuă in topologia t, este sufi- 
cient să arătăm ca p(a) este superior semicontinua în raport cu t,, deoarece Z 
este spațiu liniar. l 

Fie a e R oarecare si fie Fẹ = {x € 8K; a(x) > a}. Trebuie să arătăm 
că Fy este o mulțime închisă în t,. Fără a restringe generalitatea, putem 
presupune că Osasl si0<a<1. Dacă notăm cu &, = {[a + (1— a) A 1y 
atunci 4, E€ Z, deoarece Z este algebra si latice. 

Avem evident a, < 1 pe 8K, a,(x) = 1 dacă x EF, şi a,(x) < 1 dacă 
x e KN Fo. 

Rous ca 
1 dacă x EF,, 


lim a,(x) = 
no (2) 0 dacă x €dK\ Fy. 


Pentru orice x e K notăm cu c(x) = inf{a,(x); neN}. 

Deoarece şirul {@,} este descrescător, rezultă că c este afină pe K. 
Pe de altă parte c este superior semicontinua si 0 < c < 1. 

Fie F={x eK, c(x)= 1] şi G={x eK, c(x) = 0}. 

Se verifică imediat că F si G sînt fete închise în K. 

În continuare vom arăta că c = 3. Deoarece c > xp rezultă că c > fp. 
Pe de altă parte, din teorema 1 știm ca F = f7'(1) si deci c = x, pe F. Dacă 
x e KNF, atunci c(2) = 0 şi deoarece c > Zp rezultă că fp = 0 pe AK\F- 
Așadar, c = fp şi pe KNF. 

Rezultă că c = îp pe 0K şi deci pe K (principiul maximului lui Bauer, 
teorema 4.1.3). Tinind seama de teorema 1 rezultă că G= ;'(0) = F’ și 
K = co(FUG). | 

Pentru a arăta că F este fata split rămîne sa verificăm unicitatea des- 
compunerii convexe. Fie x e pe roll si fie 4, e (0, 1), y EF, z EF (t= 
= 1,2) astfel încît x = Ayy, + (1 — Ay)z) = Agve + (1 — A,)zq. Deoarece c 
este afină, avem A, = Aj. Dacă presupunem ca yi # Ya atunci există be 
e [A4A(K)]* astfel încît b(y.) # b(vy2). Deoarece a, € Z, există a, e A(K) astfel 
încît an = a,b pe dK. Dacă notăm cu a’ = inf{a, ne N}, atunci a' este 
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afină (șirul (app fiind descrescător) şi a’ = cb pe ôK. Pe dF avem a’ =b 
si din principiul lui Bauer avem a’ = b pe F. La fel a’ = 0 pe F° =G. 


În continuare avem: | 
Ma (Yı) + (1 — M) a' (21) = a (Ya) + (1 — M) a' (z2), 
de unde rezultă că b(y,) = b(yə), ceea ce contrazice ipoteza făcută. Aşadar F 


este fața închisă split. 

Deoarece Fy = F N ôK, rezultă că Fy este închisă în topologia facială Ty 
de pe 9K. Aplicația p:Z > C,(3K) este injectivă, deoarece două funcții din 
A(K), dacă coincid pe 3K, coincid si pe K. Faptul că aplicația p este sur- 
jectivă rezultă din teorema 7. 

4 Deoarece. 3K: este compact în topologia 7, pentru orice a €Z există 
il e(@) ||. = sup {la(x)|; x e 3K} = |al| (din principiul maximului lui Bauer). 
Aşadar, p este o izometrie. | 


§ 4.4. Descompuneri ale lui K care determină A(K) 


Fie K o submulțime compactă şi convexă a unui spaţiu local convex 
separat E. Cu 2K notăm mulțimea punctelor extremale ale lui K și cu A(K) 
spațiul Banach al funcţiilor afine şi continue pe K, înzestrat cu topologia 
convergenţei uniforme, dată de norma sup. Pentru orice submulțime închisă Y 
a lui K vom nota cu C(Y, R) spațiul Banach al funcţiilor continue pe Y 
cu valori reale, înzestrat cu norma sup şi cu A(K)|Y = {a|Y; a e A(K}. 


Observaţia 1. A(K)|@K este un subspatiu inchis al lui C(aK, R). Într- 
adevăr, fie {/,}nex un şir de elemente din A(K)|@K convergent la o funcţie 


f eC(aK, R). Fie a, e A(K) astfel. încît LA i did pentru orice neN. 
Din teorema 4.1.3 rezultă 


llall = l!4,|@K || = Wall = sup {Lf (x); xe OK}. 


„Prin urmare, fa), e este un șir Cauchy î în A(K) şi deci convergent. 
Dacă notăm cu a = lim æ și cu f= alaK, atunci avem: ~’ 


n> 


lim |[f, — fll = -lim |@,] ôK — a| dK] = lim |la,— all = 0. 


Definiţia 1. Spunem că o partiție (Se a lui aK determină A(K) dacă 
A(K)|0K = (fe C(@K, R); JIS, e A(K)|S,, (Y) i € D}. 


“În: continuare. vom pune în evidență trei partitii ale lui 3K care. de- 
termină A(R). 


Observatia 2. Fie X un spaţiu, Hausdorff compact si fie 1 funcţia care 
ia ‘Walaa 1 în orice punct din X. Dacă în definiţia 1.2.1 considerăm V = 
= {1}, atunci “spaţiul cu ponderi corespunzător CV,(X, R) = C(X, R) şi 
topologia. Op coincide cu topologia convergenfei uniforme pe X data de norma 


soo Te fo Mi = sup {As x eX} 
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. Teorema |. Dacă W este un subspatiu închis al lui C(X, R) si G este o 
submulțime a-lui C(X, R) cu 0 eG, atunci 


W ={fec(X, R); f|S,¢ W| Se (v)x eX}, 


unde cu {Szex am notat partijia lui X formată din mulțimile (F, W)-anti- 
algebrice maximale. 


Afirmația rezultă din teorema 2.4.3 (corolarul 1) si din observaţia 2. 


: Teorema 2. (Bishop). Dacă ot este o subalgebra de funcţii continue pe X 
cu valori complexe Și {Tex este partijia lui X por mall din mulțimile anti- 
simetrice în raport cu ot, maximale, atunci 


A ={feCc(X,C); fl Tei, (V)x eX). 


. Afirmația rezultă din teorema 2.4.3 ee 2) pentru (£ = W = oA 
Şi din observaţia 2. 


Observatia 3. Dacă notăm cu W = A(K)|3K şi cu Æ = Z|2K, unde Z 
este centrul lui A(K) (vezi definiţia 4.3.6), atunci W este un G-modul. Într- 
adevăr, c dacă fe(F şi we W, atunci există b eZ și a e A(K) astfel încît 


f= b|aK şi w = a|âK. Conform definiţiei lui Z, pentru b și a există c e A(K) 
astfel, încît b(x) a(x) = c(x) pentru orice x e aK. Din continuitate rezulta ca 
b(x) a(x) = c(x) pentru orice xe AK. Dacă notăm cu w =c|aK, atunci 
weW si fw = w. 

Din observația 3 rezultă că mulțimile antialgebrice maximale în raport 
cu perechéa (Z |aK, A(K)|dK) coincid cu mulțimile de constanté maximală 


ale lui Z|@K si deci ale lui Z, deoarece două funcţii din A(K) care coincid 
pe 2X coincid şi pe K. 


Vom nota pentru orice x e ôK cu 


Q(x) = {y eK; b(y) = b(x), (Y)b eZ}. 
: Propoziția 1. Cu notațiile de mai sus avem: 


A(K)|5K = {f e CJK, R); flQ(2)¢ A(K)|Q(x), (Y) ze IR}. | 


| Afirmația rezultă din teorema 1 pentru W = A(K)|aK şi GF = Z|aK 
și din observația 3. 


“Teorema 3. Pentru orice x e 3K mulțimea TO Q(x) este o fafa închisă 
split a lui K. 
Demonstratie. Fie F intersecţia tuturor fetelor închise split care contin 
pe Q(x). Din teorema 4.3.5 rezultă că F este de asemenea față închisă split. 
Deoarece Q(x) c FQ. dK, dacă vom arăta că Fl dK este o mulțime de 
constanta pentru Z, din maximalitatea lui Q(x) va rezulta că Q(x) = F f OK. 
Pentru aceasta, să presupunem prin absurd că există b € Z, care nu e con- 
stant pe F. Fi ara a restringe generalitatea, putem presupune că 0= 
= inf {b(x); x e F} ṣi 1 = sup Tola); xe F}. Deoarece bye Z rezultă că ba este 
constantă pe Q(x). Fie « = bo(y) pentru orice y e Q(x). Pentru a face o 
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alegere, sa presupunem că 0 <a s 1. Din teorema 4.3.8 rezultă că 5,|@K 
este continuă în topologia facială și i deci bs (— œ, 6) N AK şi bo [P, + 00) fă ok 
sînt mulțimi închise în topologia facială pentru orice Be R. Alegem $ astfel 
ca 0 < B <a. Ținînd seama de definiția topologiei faciale rezultă că există 
G si H fete închise split în K astfel încît 3G = G N dK = by*(— œ, B] N aK 
respectiv 0H = H N dK = b'i, +) NK. Observăm că ôGU dH = aK 
si deci Gu ðH = OK. Deoarece B <a, rezultă că Q(x) c HCH. Din 
minimalitatea lui F rezultă că H > F, ceea ce contrazice faptul că bọ ia va- 
loarea 0 pe F. Prin urmare F f ôK este o mulțime de constanță pentru Z 


şi F 8K = Q(x). Din teorema Krein-Milman rezultă F = To ôF c €6 Q(x). 
Cum incluziunea inversă este evidentă, avem F = Tō Q(x) şi cu aceasta te- 
orema e demonstrată. În continuare vom nota pentru orice x e ôK cu 
F(x) = co Q(x). 


Observaţia 4. F(x) este cea mai mare fata închisă de constanta pentru Z, 
care-l conţine pe x si pentru orice x,y €e K avem sau F(x) = F(y) sau 
F(x) n F(y) =Ø. Mai mult, 
` K = Cou {F(x); xe OK}. 

Într-adevăr, dacă G este fata închisă în K şi în acelaşi timp este mul- 
time de constanta pentru Z si x eG, atunci dG c Q(x). Din teorema Krein- 
Milman rezultă că G = čö G c co Q(x) = F(x). Dacă F(x) NF(y) # Ø 
atunci F(x) n F(y) este fata închisă si 

AF (x) NF(y)] = F(x) N OF (y) # Ø. 

Deoarece @F(z) c Q(z) pentru orice ze ôK, rezultă că Q(x) NO( N# Ø. 
JFinind seama de definiția mulțimilor Q(x), rezultă Q(x) = Q(y) și deci 
F(x) = F(y). Ultima afirmaţie rezultă din teorema Krein-Milman si din 
observatia ca 

OK =U{Q(x); xe dK}. 

Definiţia 2. Familia {F (x)}z« ag se numește descompunerea Silov a lui K. 

Observatia 5. Din teorema 4.3.3 (corolarul 1) rezultă că A(K)|F(x) = 
= A[F(x)] si deci propoziţia 1 se poate formula si astfel: 

Propoziția 1’. Cu notatiile de mai sus avem: 

A(K)jaK = {fe C(ðK, R); f | F(x) n Ke A[F(x)]| F(x) n aK, (Y) xe JK}. 

Observajia 6. Pentru orice fata închisă F a lui K avem egalitatea 0F = 


= F aK. Se pune problema dacă este adevărată si egalitatea @F = F n aK. 
Următorul exemplu arată că în general afirmația nu este adevărată nici pen- - 
tru fețe închise split. De aici rezultă că în propoziţia 1' nu putem înlocui 


F(x) N 2K cu aF(x). 
Exemplul 1. Considerăm în RY următoarea mulțime de element: 
% = (— 1,0,0,...) 
x, = (1,0,0,...) 
% = (0, 1,0,...) 
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Prin urmare, %, este sirul care are toate componentele 0, mai pape 
componenta a m—a, care este egală cu 1. 


Dacă notăm cu K = CO (49, %, .. ...}, atunci K este o mulțime 
convexă in RS, compactă în raport cu ‘topologia produs din RY. Se verifică 
cu uşurinţă că mulțimea punctelor sale extremale este 3K = {xp, %1, Xo, ...} 


si OK = əKu {0}. În continuare, vom arăta că mulțimea K este simplex 
(Choquet). Conform teoremei 4.1.6 este suficient să arătăm că pentru orice 
punct x e K, există o singură măsură de reprezentare suportată de ôK. 


Să presupunem prin absurd că există două măsuri suportate de ôK care.au 
acelaşi baricentru. 


Fie p = > LE, Si v= > Be, două asemenea măsuri. 


Considerim funcţiile a: K + R, (i = 1, 2,. .), definite prin 
(1) a(y) = y dacă y= (W, y, 3’, ...) EK. | 
În particular, avem a,(z,) = 0 dacă j + T1 şi au) = 1. . Mai 
departe, avem 
u(a,) = dy ae, (27) = > mats = 4, pentru orice j = 1,2, ... 


in mod analog (a) = Bur Doar am presupus că p şi v au ANA ‘bari- 
centru, rezultă ca u(a,) = v(a) si deci a, = 6, pentru orice 7 = 2, 3,. 
Daca notam cu 


F = co(%o %1) = {A% + (1 —A) 4%; O< A < l}, 


atunci.F-este homeomorf cu segmentul [—1, 1] < R și deci este simplex. 
Deoarece: restricțiile măsurilor p și v la F au același baricentru, rezultă că 
u|F=v|F. Prin urmare p = v si deci K este simplex. Cum F este fata 
închisă si K este simplex, rezultă că F este fata închisă split (teorema 4.3. 6). 
Mai mult, F este cea mai mică fata închisă split care conține pe 0 = (0, 0, . 

..., 0, ...). Într-adevăr, orice fata a îl conţine pe 0, conține automat pe Xp 


și xı (deci $i pe F), deoarece 0 = — T + = xı Mai departe avem: 


pia ia tea a 
și deci 
OF = {%o, %}. 
Pe de alta parte | i 
| Fn aK = {ú 2,0). 
Asadar 7 
Fak + OF. 

In continuare, vom descrie descompunerea Silov a acestui compact 
convex particular. 

- Dacă notăm cu G = C6 {xp, %3,...}, atunci 8G = {%2, %3,...} şi K= 
= co(F, G). Este clar că G este simplex si deoarece 2G = ôG, rezultă că G 
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este un simplex Bauer. Din teorema 4.1.7 rezultă că A(G) | 2G = C(éG, R). 
Dacă notăm cu A,(K) mulțimea funcţiilor afine şi continue pe K care sînt 
nule pe F, atunci Ap(K) c Z. Într-adevăr, fie g e 4,(K) si f e A(K) oarecare. 
Pentru orice x eG, notăm cu h(x) = g(x) f(x). Funcţia k eC(2G, R) = 
= A(G) | éG şi deci există h, e A(G) astfel încît h(x) = h,(x) pentru orice 
x e 8G. Si 

Este ușor de văzut că fata complementară a lui F este F’ = co(xp, xg, ...). 


și deci K = co(F U F’). Definim o funcție h: K + R astfel: 


n(x) = (1 — d)hy(v) dacă x= Au + (1— à), 0 < à < 1, weF siveF’. 
Este clar că Å e A(K) şi h = gf pe cK. Am arătat deci că A,(K) c Z. 

Pe de altă parte, este evident că funcțiile a, definite de (1) aparțin la 
A,(K) si separă punctele lui ¿G. Rezultă că Z separă punctele lui dG și deci 
submultimile lui 3G, de constanta pentru Z, se reduc la puncte. Prin urmare 
Q(x,) = {x} pentru i= 2, 3,.... Deoarece K este simplex, orice punct 
extremal este fata închisă split. Rezultă că F(x,) = {x,} pentru 7 = 2,3,.... 
Pe de altă parte, mulțimea S = (xp, x,, 0} este mulțime de constanţă pentru 
Z. Într-adevăr, dacă f eZ, atunci există / e A(K) astfel încît f2(x) = h(x) 
pentru orice x e dK. Fără a restringe generalitatea putem presupune ca 


0) = 0. În continuare, avem 0=—x% + E i deoarece k este afină 
z” Zi Ș 


rezultă: | 
0 = RO) = 2 ha) + 5 We) = 5 Pe) + > Pn): 


Mai departe, avem f(x) = f(x.) = f(0) = 0, adică f e constantă pe S. 
Evident S este o submulțime a lui 8K, de constant& pentru Z, maximală. 
Deoarece F este cea mai mică faţă închisă split a lui K care conţine pe S, 
rezultă că F aparține descompunerii Silov a lui K. : 

Prin urmare, descompunerea Silov a lui K se compune din F si mul- 
timile punctuale {x,} pentru i = 2, 3. 

În continuare vom descrie descompunerile Bishop ale lui K. ` 

Dacă în definiția 2.4.2 considerăm X = 0K si G = W = A(K)| 3K, 
atunci o submulțime S a lui 3K este antialgebrică în raport cu A(K) | aK, 
dacă orice element g €G(S) este constant pe S, unde 


G(S) = {ge A(K); (v)fe A(K), (A)he A(K) astfel încît gf = h pe $}. 
Teorema 4. Dacă S este o submulțime alui aK (respectiv 8K) antialgebrica 
maximala în vapori cu A(K) | dK, atunci CO S este fafa închisă split a lui K. 


Demonstraţie. Fie F fata închisă split generată de S (intersecţia tuturor 
fetelor închise split care contin pe S). Pentru început vom arăta că FN AK 
(respectiv F n 3K = 3F) sînt mulțimi antialgebrice în raport cu A(K) | dK. 

Într-adevăr, dacă g este un element oarecare din G(F n ôK) [respectiv 
G(@F)], atunci pentru orice f e A(K), există h e A(K) astfel încît: 


(2) glx) f(x) = h(x) oricare ar fi xe FAK (respectiv dF). 
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În particular (2) are loc pentru orice x e S şi deoarece S este antialge- 
brică, rezultă că g este constantă pe S. Pe de altă parte (2) are loc pentru 
orice x € OF si deoarece A(F) = A(K) | F (aceasta rezultă din teorema 4.3.3, 
corolarul 1, pentru ca F este fata închisă split), rezultă că g aparţine cen- 
trului lui A(F). 

Cum g este constantă pe S, putem presupune, fără a restrînge generali- 
tatea, că g(x) = 0 oricare ar fi x eS şi că g > 0 pe F. Într-adevăr, dacă 
g = c pe S si notăm cu g, = g — c, atunci g, = 0 pe S si g, este în continuare 
un element din G(F n 3K) (respectiv G(ðF)). Rezultă că există h, e A(K) 
astfel încît: 


(3) g?(x) = h(x) oricare ar fi x eFnôK (respectiv dF). 

: Funcția 4, aparține mulțimii G(F n ôK) (respectiv @F), h, > 0 pe F 
şi h, = 0 pe S. | 

Prin’ urmare, putem presupune de la început că g=0pe S si g 2 0 

pe F. Deoarece g este afină si continuă pe K și g > 0 pe F, rezultă că g-1(0) NF 
este o față închisă în F. Pe de altă parte, g aparține centrului lui A(F) si 
deci g | OF este continuă în topologia facială a lui 3F (teorema 4.3.9). Rezultă 
că există H fata închisă split în F, astfel încît 


| g (0) N dF = Hn ôF = ôH. 
Mai departe, avem 
2.g-1(0) NF] c g1(0) n oF = ðH 


de unde rezultă că g-1(0) NF c H. Avem de asemenea Sc 1(0)nF și 
deci S c H. Pe de altă parte H este fata închisă split în F, care la rîndul său 
este fata închisă split în K. Rezultă că H este fata închisă split și în K. Cum 
F este cea mai mică fata închisă split care conţine pe S, rezultă că F c H 
și deci F c g-1(0). 

În concluzie, g(x) = 0 pentru orice x EF (OK (respectiv 2F) adică 
FN 8K (respectiv 3F) este o mulțime antialgebrică. 

Din maximalitatea lui S rezultă că S = FQ) AK (respectiv S = OF). 
Este evident că co S c F. Pe de alta parte 3F c S si din teorema Krein-Milman 
rezultă F < co S. Prin urmare F = COS și cu aceasta teorema este demon- 
strată. 

Observatia 7. Dacă S este o submulțime a lui 8K antialgebrică în raport 
cu A(K) | 8K, urma sa pe 8K nu este în general antialgebrică în raport cu 
A(K) | @K. Pentru a vedea aceasta, să urmărim din nou exemplul 1. Mul- 
timea S = fo, x,, 0} este o submulțime a lui 0K, antialgebrică în raport cu 
A(K) | dK. Într-adevăr, dacă g €G(S), atunci există k e A(K) astfel încît 
g?(x) = h(x) pentru orice x e S. Fără a restringe generalitatea, putem pre- 


supune că g(0) = 0. Deoarece 0 = > Xo + oh si A este afină, rezultă 


0 = HO) = Z he) + 5 Mn) = = 820) + e), 


de unde rezultă ca g(x.) = g(%;) = g(0) = 0, adică g este constantă pe S- 
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Fie S, = SNK ={%, xı}, fie aeA(K) cu a(x) # a(x,). si fie 
b e A(K) oarecare. Definim o funcţie c: F + R astfel: 
Dacă x = A% + (1 — A)x, cu A e[0,l], atunci 
C(x) = Aa(%q) (£o) + (1 — A) a(x) d(x). 
Funcţia c astfel definită este afină si continuă pe F si are proprietatea 
că a(x,) b(x,) = c(x,) pentru i= 0,1. 
Deoarece F este faţa închisă split, există ¢ ce A(K), așa ca ¢|F =c. 


Prin urmare, pentru orice b e A(K), există fe A(K) astfel incit a(x) b(x) = 
= c(x) oricare ar fi x e S,. Rezultă că a e G(S,) şi deoarece a nu este constantă 
pe S, că S, nu este antialgebrică în raport cu A(K) | dK. 

Pentru orice x € 2K, vom nota cu S, submultimea lui aK antialgebrica 
în raport cu A(K) | dK, maximală, care îl conţine pe x și cu F, cea mai mică 
fata închisă split a lui K care conţine pe S,. Din teorema 4 rezultă că S, = OF,. 
Deoarece (S,)zegx formează o partiție a lui 2K, rezultă că pentru orice x, y e 
e 0K avem sau F, NF, = sau F, = F, 


Definitia 3. Familia {F}2eax se numește descompunerea Bishop a lui 
K relativ la 0K. 


Din teorema Krein-Milman si din observația ca dK = {S,; x e 0K}, 
rezulta 
= col /{F,; x e aK}. 


Pentru orice x e ôK, vom nota cu S, submultimea lui dK, antialgebrica 
maximala in raport cu A(K) A ôK, care îl conține pe x. Dacă F, reprezintă 
fața închisă split generată de S,, atunci din teorema 4 rezultă că S, = F, n aK. 
Ca si în cazul precedent avem K = cOU{F, ; ; xe 0K} şi pentru orice x, ye aK 
avem sau F, =F, sau F, nF, = Ø. 


Definiţia 4. Familia {F,}.<9x se numeşte descompunerea Bishop a lui K 
relativ la 0K. 


Observatia 8. Descompunerea Bishop a lui K relativ la 2K este mai fină 
decît descompunerea Bishop relativ la 8K. Într-adevăr, pentru orice x e 2K 
există S, astfel încît S, < S.. Din teorema 4 rezultă că dF, = S, ¢ Š, = 
= F, U ôK și deci F, < F,. Să observăm de asemenea că dacă S, NS, = Ø 
şi există S astfel încît 


Sns, # Ø, SNS, + Ø 
atunci N 
SUSE S. 


În general, orice submulțime Ša lui 8K antialgebrică maximală în raport 
cu A(K) | ôK, conține toate submulțimile lui dK antialgebrice in raport cu 
A(K) | 3K pe care le intersectează. Mai precis, dacă notăm cu 


Y = {x eK; SnS, # Ø}, 
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atunci 
Š =U{S,; xe Y} 
şi 
Sn aK =U{Sz; xe Y}. 
Avem de asemenea 


F = coU{F,, xe Y}. 
În continuare, să urmărim pe exemplul 1 care sînt cele două descompu- 
neri Bishop ale lui K. 
Deoarece orice submulțime a lui ôK, antialgebrică în raport cu A(K)| aK 
este o mulțime de constanță pentru Z și S = { %, 2,07 este antialgebrică 
în raport cu A(K) | 3K (observaţia 7) rezultă că descompunerea Bishop 


a lui K relativla @K coincide cu descompunerea Șilov a lui K. Descompunerea 
Bishop a lui K, relativ la 2X, se compune în acest caz din mulțimile punctuale 
Fa, = {x} pentru 1=0,1,2,.... 


Se pune în mod natural problema în ce condiţii cele două descompuneri 
Bishop coincid. Răspunsul este dat de următoarea teoremă: 


Teorema 5. Condiţia necesară şi suficientă ca cele două descompuneri 
Bishop ale lui K să coincidă este ca descompunerea Bishop relativ la 8K sa 
acopere OK. 


Demonstrație. Necesitatea condiției este evidentă, deoarece OK c 
cU{F,; x e 8K}. Pentru a demonstra suficiența condiţiei este de ajuns 
să arătăm că pentru orice x e 2K, mulțimea F, n ôK = OF, este antialge- 
brică în raport cu A(K) | 3K. Într-adevăr, atunci rezultă că oF, c OF, şi 
din teorema Krein-Milman ca F, c F,. Cum incluziunea reciprocă este întot- 
deauna satisfăcută, vom avea F, = F, pentru orice x e aK. 

Să presupunem prin absurd că există x, e 0K astfel încît ôF., nu este 
antialgebrică în raport cu A(K)| @K. Atunci există g e A(K) cu proprietatea 
că pentru orice f e A(K) există / e A(K) astfel încît 


(4) glz) f(z) = A(z) pentru orice z e3F,, şi g nu e constant pe ôF., 
Notam cu Y;,={y € 0K; F, Fs, a Ø} şi cu Se, = F, nK. Din teo- 
rema 4 rezultă că S,, este antialgebrică, maximala, în raport cu A (K) | aK. 
Din observația 7 avem Fx, = coU{F,; ve Yn} şi deci 
dF., =U{aF,:; ye Ya). 
Deoarece dF, este o mulţime antialgebrică în raport cu A(K) | aK, 


din Sate (4) rezultă că g este constant pe OF, pentru orice y € Y,,. 

Prin_ ipoteza OK c U{F,; x € aK} şi deci Sa c Uf{F,; y E Yx}. 
Dacă we S;,, atunci există y e Y,, astfel încît u e F, si deoarece g este con- 
stant. pe F,, din (4) rezultă g(u) f(u) = h(u). Prin urmare ge G(5,,) si deoarece 
Š, este antialgebrică în raport cu A(K) | ôK, rezultă că g este constant pe S.. 
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Cum éF,, = Sa, N aK, rezultă că g este constantă pe oF, si am ajuns 
astfel la o contradictie. | 

Următoarea propoziţie ne arată că descompunerea Bishop a lui K 
determină A(K). 


Propoziția 2. Pentru orice compact convex K avem 
A(K) | 3K ={feC(aK, R); f | ze A(K)| S,, (Y) ze OK}. 
„Din teorema 4 și teorema 4.3.3 (corolarul 1) rezultă 

Propoziția 2’. 
A(K)| ôK ={f e C(ôK, R), IF, n ôK e ALEI F, n OK, (Y) x € aK}. 
Cu notatiile de mai sus, putem de asemenea formula următoarea propoziţie: 

Propoziția 3. Dacă K este un compact convex astfel încît 8K = aK, atunci 

A(K)| 3K ={feC(dK, R); f\|S, e A(K)| Sz, (Y) x e aK} = 
={fecC(dkK, R); f|aF, e A(F,)| OF,, (Y) x e aK}. 


Propoziția 4. Condiţia necesară și suficientă ca un compact convex K să 
fie simplex Bauer este ca orice submulțime a lui OK, antialgebrică în raport 
cu A(K)| 3K, să se reducă la un punct. 


Demonstraţie. Daca K este simplex Bauer, atunci dK=:dK şi A(K)| 0K = 
= C(8K, R). Deoarece C(@K, R) separă punctele lui dK, orice mulțime anti- 
algebrică sé reduce la un punct.. Reciproc, dacă orice mulțime S, = { x}, 
atunci din propoziţia 3 rezultă că A(K)| 3K = C(2K, R). 

Din teorema 4.1.8 rezultă că mulțimea K este simplex Bauer. 


§ 4.5. Aplicaţii la algebre de funcţii 


Fie X un spaţiu Hausdorff compact si fie A c C(X, C) o algebră de 
funcţii (complexe) pe X. Reamintim că prin algebră de funcții se înţelege o 
algebră care conţine funcţiile constante, separă punctele lui X și este închisă 
(în topologia convergentei uniforme a lui C(X, C)). Vom nota cu K spațiul 
stărilor lui A, adică mulțimea tuturor functionalelor 2 care sînt liniare şi 
continue pe A şi care au proprietatea că || £ || =7(1) = 1. Vom nota de 
asemenea cu Z = co (K U —ik). Un element oarecare z eZ este deci de 
forma z = Ap + (1 — A)(— ig), unde A e{0, 1] iar sig e. K. Observăm ca Z 
este o submulțime convexă a lui A*, compactă în topologia o(A*, A). Cu 
A(Z) se notează spaţiul Banach al funcţiilor (reale) afine si continue pe Z. 


Lema 1. Fie K un compact convex oarecare si fie L un subspatiu al lui 
A(K). Dacă L conține funchile constante şi separă punctele lui K, atunci L 
este dens în A(K). | 
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Demonstraţie. Dacă presupunem că există a e A(K) astfel încît a ¢ L, 
atunci din teorema Hahn-Banach rezultă că există o măsură pe M(K, R) 
cu proprietatea că u(2) z 0 şi p(h):== 0 pentru orice k eL. În particular 
avem (1) = 0. Deoarece M(K, R) este latice, u admite descompunerea 
p = pt — w, unde yt si p` e€M*(K). Rezultă .că avem au iza ne) 
pentru orice heL si în particular ie = w (1). 


1 
ut si cu p = —— w, atunci By, KEMI (K). 
u*(1) u-(1) 
Fie CĂ baricentrul măsurilor Hi (i = = 1, 3 (vèni teorema 4.1.1). Deoarece L 
separă punctele lui K rezultă că c, = cą} În continuare avem p,(a) = 
= a(c,) = a(t) = u(a). Am ajuns la o contradicție, deoarece p,(a) # p,(a): 


Dacă notăm cu u= 


Teorema | (Asimov). Algebra A este izomorfă algebric (ca Sa liniar 
peste R) și topologic cu A(Z). | 


Demonstrație. Pentru orice funcţie f e A considerăm funcţia 8(f): Z > R 
definită astfel: A 


[0(/)]1(2) = Re [z(/)], oricare ar fi z eZ. 
Prin urmare, dacă z = Ap + (1 — A)(— ig) eZ, atunci 
| LANE) = ARe Alf) + (1 — A) Im a(/) 
ȘI 
[8(f)—iz) = Im A(f) — (1 — A) Re af). 


' Este imediat ca 6(f) e A(Z) si că aplicaţia 0: A > A(Z) este liniară si 
injectiva. Avem de asemenea 


TOCA) = sup |f6(f)1(2)| = sup [Re 2(f)! < sup|2(f)| < IIL, 


de unde rezultă că 0 este si continuă. 

Pe de altă parte, dacă Joe A este astfel încît || fll = 1, atunci există 
XyEX astfel încît |fo(%0)| = 1 și deci sau | Re fo(%){ > 1/2 sau |Im Jo(0)| > 1/2. 
Dacă pentru orice feA notăm cu #f,.(f) =/f(x%), atunci ue K şi 
avem sau |[6(/)](7.,)| > 1/2 sau I10(1))(—i5.)| > 1/2, de unde rezultă 
că iO > 1/2. Pentru o funcție oarecare f e A rezultă că 


Le) > ZI: 


Prin urmare, am demonstrat că pentru orice fe A avem 


OI < ZI < 21 0A 


Rezultă că L = 6(A) este un subspatiu închis al lui A(Z) care separă 
punctele lui Z și conţine funcţiile constante (6(1) =.1). Conform lemei 1, 
6(A) = A(Z) si cu aceasta teorema este demonstrată. 


Observatia |. K este o față închisă în Z si complementara sa K' = —iK. 
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Într-adevăr, fie Ae(0, 1) Și Zu, ZaeZ astfel încît z = Az, + (1 — A)zae K. 
Dacă 2 = wp, + (1 — w)(—ig,), unde p, €[0, 1] şi o 9 EK pentru 
¿ = 1,2, atunci după un calcul simplu obținem 


1 = [6(1))(2) = Avy + (1 — ha, 


relație care implică u, = p = 1 şi deci că z; = j; eK pentru i= 1,2. 
Prin urmare K este fata in Z si evident este închisă. Acum este clar că si 
--iK este față închisă si că 2Z = 2K U 3(—iK). Deoarece K N (—iK) = Ø, 
rezultă K’ = —iK. 

Este clar că orice funcţională p e K se poate prelungi la o măsură 
ue Mł(X). Dacă introducem pe Mj(X) următoarea relație de echivalență 
u ~v dacă şi numai dacă u(f) = v(f) pentru orice fe A, atunci K se identi- 
fica cu Mj (X)/~. 

Observatia 2. Dacă notăm cu Re A = {Re f; fe A}, atunci Re A este 
izomorf ca spaţiu liniar ordonat si izometric cu A(Z)| K. 

Într-adevăr, fie o: Re A — A(Z)| K definită prin o(u) = 0(f)| K dacă 
u = Re f şi fed. 

Este uşor de văzut că o este bine definită si este un izomorfism liniar 
şi în ordine. 

Pe de altă parte, X se scufundă în K prin aplicația x — e, unde 
,(f) = f(x) pentru orice fe A. Dacă u = Re f si fe A atunci avem 


Jiul = sup 1u(2)| = sup |ẹ:(4)| = sup | Re ș,(/)| = sup [[0(A)}(@.)! 


Deoarece X > 0K şi (f) este afină şi continuă pe K, rezultă că 
[i 2 || == || 8(f)| Kj] = |lo(u)||. Aşadar, o este o izometrie. 

Observatia 3. Re A este închis dacă şi numai dacă A(K) = A(Z)| K. 

Afirmația rezultă din observaţia 2 si lema 1. 
ae In eonnuare ne propunem sa descriem descompunerile Bishop si Silov 

e lui Z. 

Reamintim că o submulțime S c X se numeşte antisimetrica in raport 
cu algebra A, dacă orice funcție fe H(S) este constantă pe S, unde 
H(S) =(feA, fiS este reală}. 

Să observăm că deoarece X se scufundă în K, orice submulțime S a 
lui X poate fi privită ca o submulțime a lui K. 


` Teorema 2. Dacă S este o submulțime a lui X, antisimelrică maximală, 
atunci F = Co S C K este față închisă split in K. 


Demonstraţie. Fie F cea mai mica faţă închisă split a lui K care conţine 
pe S. Vom arăta că F fn X este antisimetrică în raport cu A. Pentru aceasta 
fie g = u + iv e A cu proprietatea că v = 0 pe F [ X. Deoarece Sc F N X 
și este antisimetrică, rezultă că g și deci 4 este constantă pe S. Fără a restringe 
generalitatea putem presupune că u > 0 pe F N Sşiu = 0 pe S. Să observăm 
că o(u)|F aparține centrului lui A(F). Într-adevăr, dacă ae A(F), atunci 
există un sir { f} C A astfel încît 6(/,)| F — a uniform pe F (aceasta deoarece 
conform lemei 1, A(Z)| F este dens în A(F)). Pentru orice x e 3F c F N X 
avem: 


(1) [o(a] (x) = u(x): Re falx) = Re[u(x) f,(x)] = [6(g/,)](). 
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Dacă notăm cu 4, = g:f,¢A, atunci avem | 
(2) | olu) 0(/,)| OF = O(h) | 2Fe A(F)| OF. 
Daca. notăm cu b= iim 6(4,)| Fe A(F), atunci din (2) rezultă 


o(u):a| OF = b| OF si deci că. vlu) aparține centrului lui A(F ). Deoarece 
OF CFI X şi o(u) > 0 pe F N rezultă că o(u) > 0 pe F şi deci că [o(4)]1(0) NF 
este o fata închisă in F. 

Pe de altă parte o(4)| 2F este continuă în topologia facială (teorema 4.3.8) 
si deci există H fata închisă split în F, astfel încît 


[o(2)]:(0) n OF = OH. . 


Cum S c F f (o(4)J1(0), rezultă că S œc H şi din minimalitatea lui F, 
că H = F. Cu alte cuvinte u = 0 pe F si cu atît mai mult pe F fn X. Deci 
F f X este antisimetrică. Cum S c F N X și S este antisimetrică maximală, 
rezultă că S =F fñ X. Acum este imediat că F = co S 


Propoziția 1. Dacă S este o submulțime a lui X, antisimetrică maximală, 
care nu se reduce la un punct si F = COS, atunci dF U (—i OF) este antialgebrica 
în raport cu A(Z)| aZ. 

Demonstrajie. Fie a € A(Z) cu proprietatea că oricare ar fi be A(Z) 
există ce A(Z) asa ca ab = c pe 2FU(—i2F). Fie f,g,heA astfel încît 
0(f) = a, O(g) = b si O(h) = c. 

Din teorema 2 rezultă că F este fata închisă split în K gi ca 


@FoSCF NX. Deoarece O(f)- O(g) = 6(4) pe OF U (—iðF), rezultă 
că pentru orice xedF avem 


(1) Re f(x)-Re g(x) = Re h(x) si Im f(x)-Im g(x) = Im h(x). 
In continuare avem: | 

(2) Re f(x) Re g(x) + Im f(x) Im g(x) = h(x) pentru orice xe dF. 
În particular, pentru g = 1 există 4, e A astfel încît 

(3) © Re f= h, pe OF. 


Deoarece Re f și f pot fi privite ca funcții din A(F), rezultă că egalitatea 
(3) are loc și pe F $i deci si pe S. Rezultă că h, este reală pe S si cum S este 
antisimetrică, că k, este constantă pe S. Prin urmare 4 = 6(f) este con- 
stantă pe ôF. La fel se arată că a este constantă pe —idF. Deoarece 
(Im f)| Se A|S rezultă că (g-Im /)|Se A|S, pentru orice ge A, adică 


(4). (Re g-Im f+-ilm gIm f)|SeA|S 
Din relaţiile (2)—(4) rezultă: 
(5) (Re f— Im f) Re g| SeA|S. 


Aşadar, (Re f — Im f) Re g este constantă pe S și cu atît mai mult pe oF. 
Deoarece Re A separă punctele lui X si dF nu se reduce la un punct, rezultă 
că Re f= Im f= constant pe ôF. Prin urmare (f) este constantă pe 
3F U (—i OF). 
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Propoziția 2. Dacă P = c6(F U —iG) este o față închisă split in Z, 
aparținind descompunerii Bishop a lui Z relativ la ðZ, atunci (FUG) N X 
este o submulțime antisimetricad relativ la A. 


Demonstraţie. Deoarece P aparţine descompunerii Bishop a lui Z relativ 
la ðZ, rezultă că OP = OF y —i ôG este antialgebrică maximală în raport 
cu A(Z)|3Z si deci orice element din centrul lui A(P) este constant pe 
ðP. Dacă f=u+tiveA şi v=0 pe (FUG)Nă, atunci 6(4+iv)| P 
aparține centrului lui A(P). Într-adevăr, deoarece P este faţă închisă split 
în Z, avem A(P) = A(Z)| P. Pentru orice ge A si orice x e OF rezultă 


[O(% + in))(%) -[0(2)]() = u(x) - Re g(x) = [0(/2)](). 
În mod asemănător pentru xe ôG avem 
[0(2 + in))(—ix)-[0(2))](—iz) = [0(/2)](— iz). 


Rezultă că 6(4 + iu) este constant pe dP = dF U —idG şi deci pe P. 
Așadar u şi deci f este constantă pe (FUG) X, adică (FUG) X este 
antisimetrică în raport cu A. 


Propoziția 3. Dacă S este o submulțime a lui X antisimetrica maximala 
relativ la A, care nu se reduce la un punct și F = CO S, atunci D = co (FU —iF) 
este fața închisă split în Z $i aparține descompunerii Bishop a lui Z relativ la 
ðZ. 


Demonstraţie. Din propoziția 1 rezultă că DN dZ = ðFU—iðF este 
antialgebrică în raport cu A(Z)| dZ şi deci există BCdZ, antialgebrică 
maximală astfel încît D N ðZ c B. Din teorema 4.4.4 rezultă că există 
P= co (F U —iG,) față închisă split în Z, astfel încît B= 3P = ðF, U —idG.. 
Deoarece D nì ðZ c B, rezultă că FCF,UG, Pe de altă parte, 
din propoziția 2, rezultă că (F,UG,)QX este antisimetrică relativ la A 
și deoarece S c (F,UG,) NX, iar S este antisimetrică maximala, că 
S = (F,UG,)nX =F NX. Prin urmare Fy =G, =F si P = co (FU —iF) 
aparține descompunerii Bishop a lui Z relativ la 0Z. 


Propoziția 4. Dacă S este o submulțime antisimetrica relativ la A, maxi- 
mala, care se reduce la un punct, atunci S este faja închisă split în Z şi aparține 
descompunerii Bishop a lui Z relativ la ðZ. 


Demonstratie. Presupunem că S = {x}. Din teorema 2 rezultă că {x} 
este fata închisă split în K. Deoarece xe3Z rezultă că există P=co (H U —iG) 
fata închisă split în Z, aparținînd descompunerii Bishop a lui Z relativ 
la Z astfel încît xe P. Din propoziția 2 rezultă că (HUG)QX este anti- 
simetrică relativ la A si deci (HUG) NX ={x} adică HUG={x}. Să 
observăm însă că G = Ø. Într-adevăr, în caz contrar G ={x} si deci 
P=co{x}U{—ix}. Cum P aparține descompunerii Bishop a lui Z, rezultă 
că {x}U{—ix} este antialgebrică maximală. În realitate însă {x}U{—ix} 
nu este antialgebrică, pentru că dacă alegem fe A astfel încît Re f(x) + Im f(x), 
atunci (f) aparține centrului lui A(P) și 6(/) nu este constantă pe ðP. 

În concluzie P = { x} si cu aceasta propoziția este demonstrată.. 
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În continuare vom nota cu 1 S. he partitia Bishop a lui X, adica fami- 
lia tuturor submultimilor lui X antisimetrice (relativ la A) maximale. Cu F; 
notăm înfășurătoarea convexă închisă a lui S, în K, pentru orice el]. 


Teorema 3. Descompunerea Bishop a lui Z relativ la oZ se compune din 
mulțimile D; = co (F,U —iF,), pentru orice ie I pentru care S, nu se reduce 
la un punct si din mulțimile punctuale {x,} si {—ix,}, pentru orice jel 
pentru care S; = { x,}. 


Afirmația rezultă din propoziţia 3 si propoziţia 4. 
Propoziția 5. Descompunerile Bishop ale lui Z relativ la 6Z şi OZ coincid. 
Demonstraţie. Deoarece 2Z = @KU —i ôK si dK c X = U Su rezultă 


că pentru orice xe OK, există se J, astfel încît xe S,. Rezultă a x aparţine 
unei mulțimi din descompunerea Bishop a lui Z relativ la 2Z. Afirmația reata 
acum din teorema 4.4.5. 

În continuare, dacă notăm cu A’ = A fn C(X, R), atunci dili 
Stlov a lui X relativ la A este formată de mulțimile de constanté maximale 
ale lui A’. 

Observatia 4. Dacă fe A’, atunci o f + if) aparține centrului lui A(Z)- 
Într-adevăr, pentru orice 8(g) e A(Z) si xe 2K avem: 

COS + if))}(x)[0(g)1(x) = f(x) Re g(x) = Re (fg)(x) = [0(/2)](2) şi: 

[O(f + if)](— ix)[0(g)(—ix) = f(x) Im g(x) = Im (fg)(x) = [0(fg))(—ix) 
Rezulta deci ca 
LOCF + if)](z)[8(g)}(2) = [0(/2))(2) pentru orice ze ðZ. 


Cum 6(/2) e A(Z) rezultă că 6(f+ if) aparține centrului lui A(Z). 
Observajia 5. Dacă (f) aparţine centrului lui A(Z), atunci Re f si 
Im f e A. Mai mult, pentru orice g e A, avem 


(Re f— Im f/)Re ge A. 


Într-adevăr, dacă 6(/) aparţine centrului lui A(Z), atunci pentru orice 
g e A există k e A astfel încît 


(1) [0(f)](z)[0(e) (2) = [0(4)](z) pentru orice ze AZ. 
Din (1) rezultă că pentru orice x e 2K avem 

(2) Re f(x) Re g(x) = Re h(x) si Im f(x) Im g(x) = Im h(x). 
În continuare, pentru orice x e ôK obţinem 

(3) Re f(x) Re g(x) + i Im f(x) Im g(x) = h(a). 


Dacă în (3) considerăm g = 1 apoi g = i, obținem că Re fe A, respectiv 
Im fe A. Pentru ge A oarecare, avem g-Im fe A, de unde rezultă 


(4) Re g-lmf+ilm g-Im fe. 
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Din relatiile (3) si (4) rezulta 
(5) (Re f—Im f)Re ge A pentru orice ge A. 


Finind seama de observaţiile 4 și 5 si procedind ca în teorema 2 si pro- 
poziția 3 se pot demonstra următoarele rezultate: 


Teorema 4. Dacă S c X aparține parhiției Şilov, atunci F = CO Sc cK 
este față închisă split în K. 


Propoziția 6. Dacă S c X aparține partiției Silov a lui X și nu se reduce 
Za un punct, atunci 


D = co (FU —iF) 


este faţă închisă split în Z și apartine descompunerii Șilov a lui Z (F = co Sc K). 

Observaţia 6. Dacă S = { x} aparține partiției Șilov a lui X, atunci S 
aparţine si partiției Bishop, a lui X, deoarece aceasta din urmă este mai fină. 
Din propoziția 4 rezultă că S = {x} este fata închisă split în Z si aparține 
descompunerii Silov a lui Z. 


Fie 4 S; hres, partitia Șilov a lui X şi fie F, = Co S; pene orice jej. 
Din propozitia 6 si observatia 6 rezulta: 


Teorema 5. Descompunerea Şilov a lui Z se compune din mulțimile 
D, = co (F,U —iF;), pentru orice je J, pentru care S; nu se reduce la un 
punct și din mulțimile punctuale {x,} şi {—ix,}, pentru orice je J pentru 
care S = {x;}. 
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ABSTRACT 


The purpose of the present work is to present, in a unified manner 
various theorems of approximation of Stone-Weierstrass type going on the 
lines of the general ideas of L. Nachbin and his school. 

The first chapter presents the general properties of weighted spaces, 
the weighted Dieudonné theorem for density in tensor products as well as 
a characterization of a dual of a weighted space. 

The second chapter presents various extensions of Stone-Weierstrass’ 
theorem for weighted spaces both in its variant for lattices (Kakutani-Stone 
theorem) and in that for modules (Nachbin’s theorem). The unified presenta- 
tion of these extensions is based on the notion of localization. 

Let X be a completely regular space, V a directed family of weights on 
X and W a linear subspace of the weighted space CV,(X). We say that a parti- 
tion (S,):er of X localizes subspace W in CV,(X) if 


W = {feCV(X); f|S,eWS, Wien. 


An important partition of X is that made up of weakly-antialgebraic 
sets with respect to a pair (F, W), where F is a certain subset of C(X). In the 
bounded case (when any fe F is bounded on the support of any weight ve V), 
this partition localizes the subspace W. 

If W is an F-module, this partition coincides either with the partition 
made up of the sets of constancy of F, or with the partition made up of the 
antisymmetric maximal sets of F (in the sense of Bishop). 

At the end of the second chapter the abstract characterizations of the 
lattice, algebra and Lindenstrauss-Vulbert space structures are presented. 

The third chapter is concerned with some theorems for density within 
the space of continuously differentiable functions. The results of Bernstein 
and Nachbin, as well as some of their extensions to the case in which the 
functions are cefined on an infinite dimensional space are given. 
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In the fourth chapter a Stone-Weierstrass theorem is proved for the 
space A(K) of the affine and continuous functions on the convex compact K. 
Afterwards certain partitions of the Silov boundary ôK, which localize the 
space A(K) | dK in C(éR) are analyzed and a nontrivial example of partitions 
of K consisting of antialgebraic sets is given. 

A theorem of representation for a function algebra as a space A(Z) 
is presented and the Bishop’s and Silov’s decompositions of Z are described. 

For an easier understanding of the subject matter the first chapter 
presents certain results of general topology (in connection with completely 
regular spaces) and the fourth chapter gives the main results on the split 
faces and facial topology. 
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